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求最小支撑树的方法探讨
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摘要：针时关系矩阵表示的复杂网络圈．分析构成其最小支撑树的元素特点，提出两神求最小支撑树

的方法：直接生成法和表上作业法两种方法不需要作出复杂的网络图，而直接从关系矩阵中生成最小

置掉树．从而能有效克服传统方法需绘网络圈之不便经实例斫究，两种方法在求解复杂问题的最小芰

撑树时有被到之处．
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0引言

最小支撑树问题是运筹学重要内容之一，求

解这类问题的通用方法是破圈法和避圈法．若问

题复杂．涉及的对象很多，给出的矩阵很庞大，要

想画出网络图相当困难，此时无法用上述两方法

求问题的最小支撑树．针对这种情况，本文提出不

需画出网络图而直接从关系矩阵得到最小支撑树

的方法：直接生成法和表上作业法．

1预备知识

定义1设y为点的集合，F为边的集合，图

G1={Vl，El}，图G2=I K，E2}，且Vl=K，EI C

E2．若G。是树图，则称G。是G2的部分树．

定义2 图的所有部分树中，边长总和最短

的树叫该图的最小部分树(也叫最小支撑树)

定理1图中任一个点i，若j是与i相邻点

中距离最近的点，则边[；，J]一定含在该树的最小

支撑树内⋯．

推论把图的所有点分成y和可两个集合，

则两集合之间连线的最短边一定包含在最小支撑

树内。

若把n个点两两之间的关系用n×n阶矩阵

凰表示．0表示某一点与它本身的关系，*表示两

点不直接相连，即没有关系，则凰是一个对称矩

阵，研究时只取其上三角矩阵记作矗．根据树图

的定义，易知n个点的无囤连通图有n一1条边，

又因为最小支撑树是所有边长之和最短的树图，

易知这n一1条边对应上三角关系矩阵中的n一1

个尽可能小的数．有以下定理：

定理2具有n个点的图的最小支撑树所对

应的边是该图的上三角关系矩阵中n一1个数值

相对较小且不构成圈的元素．

定理3设G={y，E}为n个点m条边的无

向图，则G是树图，与下列命题等价．

G中没有圈，但在G中任两个不同点“，”之

间增添边[u，m]所得图含唯一的一个圈12 J．

上三角关系矩阵置的主对角线上的元素全

为o，因而一个0代表一个点每个0所在的行和‘

列表示这个点与所有点的关系．矩阵R中的每一

个元素所在的行和列各对应主对角线上的一个

0，也就是说一个元素联系两个点．当月中m个元

素构成图是树图时，则这m个元素所在的行和列

对应的主对角线上的m+1个0表示这个树图所

涉及的点．根据定理3，若置中另一元素位于这m

+1个0中某两个0的行和列方向的交叉处，则

增添这一元素后必然在树图中形成圈．若这一元

素只是位于m+1个0中某一个0的行或列方向

上但并不位于任两个0的行和列方向的交叉处，

也就是新增添的这一元素所对应的边只是与原树

图中的某一点相连，加上以后并不构成圈，可见增

添这一元素后的图仍是树图．易得以下定理．
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定理4若矩阵置中m个元素构成的图是

树图，将这m个元素所对应的主对角线上的0所

在的行和列均用直线涂去，则纳入另一元素仍然

构成树图的充要条件是这个元素在直线上且不位

于直线的交叉处．

2直接生成法与表上作业法

2．1直接生成法

直接生成法不需画出原问题的网络图，只需

根据各对象间的关系矩阵，直接得到最小支撑树

该方法是从关系矩阵着手，将元素按从小到大的

顺序，逐步画线连接其对应的点，看其是否构成

圈，直至找到n—1个较小的边，构成最小支撑树

为止．直接生成法求最小支撑树的步骤如下：

(1)从上三角关系矩阵置中找出数值最小的

非零元素～，画图连接～对应的i点和J点，边

[i，J]为最小支撑树的第1条边，在R中去掉“，

记为置l=胃一k．

(2)从矩阵R，中找出数值最小非零元素

‰，在上图中连接‰对应的P点和q点，看其是

否构成圈．若不是，则边[p，q]，边[P，q]为最小支

撑树的第2条边．在丑中去掉‰，记为R2=R。一

‰；否则从关系矩阵置1去掉元素‰，再从剩下

元素中找到不构成圈的最小非零元素r。，边[m，

n]为最小支撑树的第2条边，在置。中去掉r。，

记为R2=Rl—r一．

(3)如此重复第2步，直到在该图中出现第

n—l条边，这时所得的树图即最小支撑树．

2．2裹上作业法

上述的直接生成法是从上三角关系矩阵中找

出元素，一步步画出最小支撑树．从中可看出：当

关系矩阵的阶数很高、问题涉及的对象很多时，用

直接生成法一步步找元素画图求最小支撑树的工

作量大且作图复杂，为克服这一弊端可以采用表

上作业法求最小支撑树．

表上作业法是在直接生成法的基础上，去掉

作图这一步，直接在表上得到构成最小支撑树的

n一1个数．该方法的关键是如何判断一元素与其

它元素是否构成闭合回路．这一问题可由定理4

圆满解决．表上作业法求最小支撑树的步骤如下：

(1)从上三角矩阵置中找出最小非零元素

％，将其对应的主对角线上的两个0所在的行和

列用直线涂去，并将rij用“口”框起来．

(2)在上三角矩阵R中，从被直线涂去了的

元素中找出一个满足以下条件的非零元素：①没

有被“口”框起来；②数值最小；⑧不位于直线的交

叉处．将其用“口”框起来，并将其对应的主对角线

上的两个0所在的行和列用直线涂去(已涂去了

的不需再涂)

(3)如此重复第2步，直到被“口”框起来的

数有n一1个为止．这n—1个数就构成最小支撑

树的n一1条边．

3算例

已知8口海上油井，相互间距离如表1所示．

已知l号井离海岸最近，为5海里．问从海岸经1

号井铺设油管将各油井连接起来，应如何铺设使

输油管长度为最短(为便于计量和检修，油管只准

在各井位处分叉)．

表l 8口油井间距离

Table 1 IKd由t坼es between 8 oil weUs mile

井号2# 3#4# 5# 6# 7#8#

l# 1．3 2．1 0．9 0．7 1．8 2 0 l 5

2#0．9 1．8 1 2 2 6 2 3 1．1

3# 2．6 l 7 2．5 l 9 1．0

4# 0 7 1．6 l 5 0．9

5#0．9 l 1 0．8

6#06 1．0

7#0．5

首先，用点表示各油井，关系矩阵表示它们相

互间的距离，最优解为网络图的最小支撑树．

3．1避圈法或破圈法求解

先画出整个问题的网络图，用避圈法或破圈

法求出最小支撑树，如图l所示．满足题意的最短

油管铺设长度为10．2海里．

9

图1 8口油井的网络圈和量小支撑树

地．1 The web graph and the min知nuin

sp,m血g tree of 8删weJJs

从此看出，原网络图共有(1+7)×7／2=28条

边，虽然不算很复杂，却也相当繁琐．

3．2直接生成法求解

据题意可得8个点之间的上三角关系矩阵
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上的两个0所在的第6行、第6列用直线涂去

(3)重复第2步，直到有7个被“口”框起来

的元素，如图5所示．这7个数依次为‰，r∞，r，。，

r。，r15，r％，rn，它们构成最小支撑树的7条边．可

见满足题意的油管铺设方案就是这7个元素对应

点的连接，输油管长度为10．2海里．

(1)从詹中找出最小非零元素为r78=0．5，

作图连接7点和8点，边[7，8]为最小支撑树的第

1条边，如图2．从置中去掉718’记Rl=R—r7B． R，：

(2)从霹，中找出最小非零元素为rm=o．6，

在图2中继续作图连接6，7点，设有构成圈，所以

边[6，7]为最小支撑树的笫2条边，从置．中去掉

767，记R2 2R】一r67．

R-=

O 1．3 2．1 0．9 0．7

0 0．9 1．8 I．2

O 2．6 1．7

0 0．7

0

@一堕 一⑦

图2直接生成法求量小支撑树的过程

ng．2 Tb8 process of群=埘ng the minimum印m蝴雄

咄瑾吨the∞—嘲of碰H耽b铲蛐
(3)重复第2步，得第3，4，5条边分别为r”

=O．7，r45=0．7，r％=0．8．下一步的最小非零元

素为0．9，有～，r∞，r56，r49边．其中只有连接2，3

点不会形成回路，其它边均形成回路．故第6条边

为r23=0．9．继续得第7条边r38；1．0，此时找到

7个没有构成圈且数值尽可能小的非零元素，图

中出现了7条边，形成了最小支撑树，其中第3，

4，5，6，7条边分别为边[1，5]、边[5，4]、边[5，8]、

边[2，3]、边[3，8]，如图3所示．满足题意的油管

长为10．2海里，

3．3表上作业法求解

(1)从上三角矩阵R中找到最小非零元素为

r7R=0．5，将其用“口”框起来，并将对应的主对角

线上的两个0所在的第7行、第7列和第8行、第

8列用直线涂去，如图4所示．

(2)从被直线涂去的元素中找出一个满足以

下3个条件的非零元素：①没有被“口”框起来；②

数值最小；③不位于直线交叉处．这个元素为rn

=0．6，将其用“口”框起来，并将对应的主对角线

2．0 1．5

2．3 1．1

1．9Ⅶ1
1．5 0．9

1．1 1幔l
bt 1．01
0 h副
0
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4结束语

从算例中可看出，直接生成法可以直接从上

三角关系矩阵中寻找并画出最小支撑树图，不必

画出整个网络图，直观简便；表上作业法适用于更

复杂的情况，由关系矩阵直接求出构成最小支撑

树的边，不需要画出网络图．而且，该方法易于用

计算机程序实现，结合计算机编程技巧町以大大

降低工作量．
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Preliminary Study oN the Method of Getting Minimum Spanning Tree
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Abstract：In this paper，aiming at the complicated web graph denoted by minion matrix，based on the analysis of

the features of the elements constituting the minimum spanning tree，two nmthods of getting the minimum spanning

tree，method of dimcfly getting and performing On the table，have been put forward．By 121eans of the two methods，

the minimum spanning tree Call be got direcdy without drawing the original web graph，which call effectively de-

cnxIse the inconvenience of the traditional methods．Both the methods proved to he particularly useful in getting the

minimum spanning tree．

Key words：minimum spanning tree；relation matrix；web graph

我国被《scI》收录论文的语种分析

1999年中国作者在(SCI}核心期刊上共发表论文13357篇，比1998年的11456增加1901篇．语种分

布由1998年的6种减少到5种，没有俄语论文．1998年，我国被(SCI}收录的中文论文为159篇，其中，

154篇发表在《化学学报》(ACTA CHIMICA SIAICA)上，5篇发表在《中国药理学报》(ACTA PHARMACO—

LOGICA SINlCA)上；而1999年中文论文上升到640篇，发表这些论文的期刊为：《化学学报》(207篇)、

<中国药理学报)(3篇)、<高等学校化学学报>(中文版)(430篇)．中文论文比例从1998年的1 39％增加

到1999年的4．8％；相应地，英语论文比例从1998年的98．32％降低到1999年的95．16％．详细数据见

表1．

襄l 1999年《scI)收录中国论文的语种分布

尽管我国被{SCl)收录的英文论文比例有所下降，但与1998年的11263篇英文论文数相比，1999年

的英文论文数的绝对值仍然增加了1447篇．在被<scI》收录的1442种发表我国论文的期刊中，英文期刊

占了绝大多数．为1436种，占收录我国论文的期刊总数的99．58％．由此可见，良好的英文水平是科技工

作者进行国际交流的重要工具．

(摘自1999年度《中国科技论文统计与分析》)
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