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移动荷载作用下轨道系统的动力特性分析

谢伟平�王国波
（武汉理工大学土木工程与建筑学院�湖北 武汉430070）

摘　要：以移动荷载作用下的轨道系统为研究对象�采用了轨道－枕木－碎石垫层协同分析的方法�将
轨道系统简化为弹性地基梁模型�通过反应谱和动力响应的计算�对其动力特性进行了分析．研究结果
表明：考虑协同作用时的临界速度比不考虑时协同作用时的有显著的降低�而且随着初始频率的增大�
临界速度也在降低；轨道的最大响应总是发生在列车运行到该观测点处（t ＝0时） �而且随土层厚度的增
加而增大．
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0　引言
列车的高速化对轨道提出了更高的要求．因

此�近20年来国内外许多学者对轨道系统的动力
特性进行了详细的研究．Krylov ［1］ 等提出了轮轴压
力原理�即只考虑轮轴的压力使轨道发生弯曲变
形�产生弯曲波�认为关键是轨道变形曲线的计
算�而轨道的变形曲线又是轨道和土的材料参数
以及荷载的函数�当轨道的变形确定后每根枕木
就相当于一集中力作用于土表面；竹宫［2］ 等运用
经验公式和波的传播理论对列车引起的振动传播

进行了拟静力分析�并进行了计算机模拟；Dieter-
man［3］ 等对轨道与半无限地基的协同工作进行了
分析．国内的学者如胡用生［4］ 等提出了一种采用
精确Ti moshenko 梁的多点作用多点响应的移动轨
道模型．

本文以列车运行时轨道系统为研究对象�将
轨道简化为半无限或成层地基土上的弹性地基梁

模型�对移动荷载作用下轨道以及轨道－地基系
统的协同作用进行了分析�推导了轨道系统的传
递函数和响应函数公式�从而得到了轨道系统的
反应谱和动力响应．
1　控制方程

将铁轨－枕木－碎石垫层简化为Euler 梁模

型．设荷载的移动速度为 c �自振频率为ω0�荷载
大小为 P0�则控制方程为

EI ∂4u∂x4＋m∂2u∂t2＋Pb（ x �t）＝
P0δ（x－ct）e iω0t （1）

式中：设梁的轴向为x 方向�EI 为抗弯刚度；m 为
单位长度的质量；Pb（ x �t）为地基反力．

对式取双重Fourier 变换�得

（ EIξ4x－ω2m） U
≃
（ξx �ω）＋P

≃
b（ξx �ω）＝

2πP0
c δ（ξx－ω－ω0

c ） （2）
式中：～和－分别表示对 x 坐标、时间 t 的变换．

对轨道而言�Pb（ x �t）＝Ku（ x �t） �这里 K 为
轨道与地基相互作用的弹性系数�不考虑协同作
用�其值为一常数．此时�数—频域的解为

　U
≃
（ξx �ω）＝2πP0c Hw（ξx �ω）δ（ξx－ω－ω0

c ） （3）
其中：

Hw（ξx �ω）＝ 1
EIξ4x－mω2＋K （4）

为波数－频域的传递函数．对日本新干线和法国
TGV（参数见表1） �可得图1�2．其中�Mβ为马赫

数�即荷载移动速度与临界速度的比值；f0为荷
载的初始频率�表示了轨道的不平顺性．
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表1　材料常数
Tab．1　The material constant

项目
抗弯刚度／
（N·m2）

弹性常数／
（N·m2）

线密度／
（kg·m－1）

临界速度／
（m·s －1）

法国TGV 4．85E6 5．26E7 300 326
日本新干线 4．04E6 1．333E8 264 419

图1　不考虑协同作用时新干线反应谱
Fig．1　The response of Shinkansen track without

considering the co-operation effect

图2　不考虑协同作用时TGV 反应谱
Fig．2　The response of TGV without
considering the co-operation effect

从图中可以看出：轨道的不同�也即轨道的材
料参数不同�仅影响了临界速度的大小�但谱形状
还是大致相似�这也就反映了谱函数的特点：它仅
与轨道自身的材料特性有关�同时�随着初始频率
的增大�临界速度在降低．因此�实际工程中轨道
应尽量平顺以减小初始频率�提高列车速度．
2　协同分析

考虑协同作用就是考虑轨道与地基土的相互

作用．对地基�荷载为 PS（ X－ct �y �z ＝0）e iωt �这
时地基在波数—频域的解可用Green 函数 Gzz（ξx �
ξy �z �ω）表示为：

U
≃
（ξx �ξy �z ＝0�ω）＝G

≃
（ξx �ξy �z ＝0�ω）·

P
≃
s（ξx �ξy �z ＝0�ω） （5）

式中：P
≃
s（ξx �ξy �z ＝0�ω）是 Ps（ x－ct �y �z ＝0�t）

进行双重Fourier 变换得到的波数－频域的解．为
了使式（5）满足梁的控制方程（2） �可将移动荷载
分解为沿移动轴的分布 Ps（ x －ct �z ＝0�t） 和垂

直方向（设断面长为2B）的分布 Ψ（y） �可表示为
Ps（ x－ct �y �z ＝0�t）＝

Ps（ x－ct �z ＝0�t） Ψ（ y） �

其中� ∫B

—B
Ψ（y）d y ＝1．

将式（6）变换到波数－频域�得

P
≃
s（ξx �ξy �z ＝0�ω）＝P

≃
s（ξx �z ＝0�ω） 〜Ψ（ξy） （7）

将式（7）代入式（5） �并设 y＝0得
U
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω）＝

G
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω） P

≃
s（ξx �z ＝0�ω） （8）

U
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω）＝

12π∫＋∞
—∞ U

≃
s（ξx �ξy �z ＝0�ω）dξy ；

其中� G
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω）＝

12π∫＋∞
—∞ G

≃
zz（ξx �ξy �z ＝0�ω） 〜Ψ（ξy）dξy （9）

采用离散波数法�设基本长为 L �有

G
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω）＝

1
L ∑

Kξ

k＝0
G
≃
zz（ξx �ξyk �z ＝0�ω） 〜Ψ（ξyk） （10）

式中：ξyk＝2πk／L ；Kξ为所取的总波数项．
对y 方向的分布荷载Ψ（ξy）这里仅讨论均匀

分布的情况�在2B 范围的均布力为

Ψ（y）＝
12B�　（ B≥｜y｜）
0�　　（ B＜｜y｜）

（11a）
其Fourier 变换为

Ψ（ξy）＝sin（ξyB）
ξyB （11b）

考虑轨道与地基的协同作用�由位移平衡条件得

U
≃
b（ξx �ω）＝U

≃
（ξx �y＝0�z ＝0�ω） （12）

由力的平衡条件有

P
≃
（ξx �ω）＝2BP

≃
s（ξx �z ＝0�ω） （13）

由此得梁的波数－频率域的响应为
U
≃
b（ξx �ω）＝2πP0

c Hb（ξx �ω）δ（ξx－ω－ω0
c ） （14）

其中�

Hb（ξx �ω）＝ 1
EIξ4x－mω2＋K

≃
（ξx �ω）

（15）
为波数－频域的传递函数．

而 K
≃
（ξx �ω）＝ 2B

G
≃
s（ξx �y＝0�z ＝0�ω）

（16）
为梁与地基相互作用的弹性系数�可见此时的弹

性系数 K
≃
是一个与频率和波数有关的函数．

25第1期　　　　　　　　 　　谢伟平等　移动荷载作用下轨道系统的动力特性分析　　　　　 　　　　　　　



图3　考虑协同作用时新干线的反应谱
Fig．3　The response of Shinkansen track considered

the co-operation effect

图4　考虑协同作用时TGV 的反应谱
Fig．4　The response of TGV considered the

co-operation effect
　　比较图3�4和图1�2可得：考虑协同作用时�
列车和轨道产生共振的频率将会减小�临界速度
也有明显的降低．这是由于轨道振动所引起的地
基土振动又反作用于轨道上�同时也由于考虑了
土层中阻尼的影响．
3　动力响应

再对式（14）应用双重Fourier 逆变换�可得到

时间－空间域的解：
ub（ x �t）＝ 1

（2π）2∫＋∞
—∞∫＋∞

—∞ U
≃
b（ξx �ω）·

exp（－iξxx）exp（iωt）dξxdω
＝12∫＋∞

—∞
P0
c Hb（

ω－ω0
c �ω）·

exp（－i ω－ω0
c x）·exp（iωt）dω∙ （17）

运用快速Fourier 变换可计算其动力响应�对
不同条件下的计算结果如图5�6所示．图中：Mβ

为马赫数�也即荷载移动速度和临界速度的比值；
f 为荷载初始频率�表示了轨道的不平顺性；D 为
所取的土层厚度．图5反映的是不考虑荷载初始
频率�地基土层厚度为10�50m 以及半无限地基
时轨道动力响应的比较．从图中可以看出�最大响
应总是出现在当列车运行到观测点处�且层厚为
50m 时响应最大．图6反映的是取同一层厚 D＝
10m�不同初始频率 f ＝0�10�25Hz 时轨道的动力
响应比较．可以看出�考虑协同作用的曲线比不考
虑协同作用的曲线要平缓些�因为考虑协同工作
更接近于轨道的实际工作状态．而且�当速度很小
时�轨道的变形曲线很平滑（位移很小） �近似于静
力状态下的情形；但随着列车速度的提高�轨道位
移峰值增大�变形曲线越来越明显地表现出波
动性．
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图5　不考虑荷载频率的轨道动力响应
Fig．5　The dynamic response of rail without

considering the frequency of load

图6　同一土层厚度时轨道动力响应
Fig．6　The dynamic response of rail with

the same soil depth

4　结束语
本文通过对轨道系统反应谱和动力响应的分

析计算以及对协同作用和轨道不平顺性的考虑�
得出了一些有益的结论．它们对实际工作中的减
振、隔振以及由轨道系统引起的环境振动评价分
析都有指导意义．
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Analysis of Dynamic Characteristics of Rail SystemInduced by Moving Load

XIE Wei －ping�WANG Guo －bo
（College of Civil Engineering and Architecture �Wuhan University of Technology �Wuhan 430070�China）

Abstract ：Rail system under moving load is considered and the method of considering the cooperation effect of rail
－sleeper －padding is used ．The rail is modeled as a beamon an elastic foundation （BEF） �and its dynamic char-
acteristics have been analyzed through the calculation of its spectrum and dynamic response ．The critical velocity
under cooperation effect has been remarkably reduced compared to the critical velocity without considering the coop-
eration effect ．Furthermore �the larger the initial frequency �the lower the critical velocity ．The maxi mal response of
the rail always occurrs at the moment when trains travel to the observation point（i ．e ．t ＝0）�and the response has
a tendency to increase with the increase of the depth of soil ．
Key words ：moving load ；rail system；spectrum analysis ；dynamic response ；discrete wave number method
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