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结构弹性支承刚度识别的广义逆特征值法
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摘　要：以带弹性支承的结构为对象�将结构刚度矩阵视为弹性支承刚度的线性函数�以广义逆特征值
理论为基础�引入广义特征值导数�给出一种识别结构弹性支承刚度的方法．算例中�利用模态试验结
果�根据前3阶实测固有频率�用Newton －Raphson 法求解以支承刚度为参数的非线性方程组�求出弹性
支承刚度�并分析模态试验结果误差对支承刚度识别的影响．误差分析表明�如果模态试验结果具有足
够的精度�用本文方法能够准确地实现结构边界支承刚度识别．
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0　引言
工程实际中会遇到已知结构动力特性要求确

定结构参数的问题�这样的逆问题包括结构动力
学设计和结构参数识别［1］ ．本文将结构参数识别
归为广义逆特征值问题�视结构刚度矩阵为弹性
支承刚度的线性函数�以结构具有通过模态试验
测得的几个低阶固有频率为准则�建立非线性方
程组�用Newton －Raphson 法求解．
1　支承刚度识别问题的数学描述

结构的刚度矩阵是由结构本身与边界支承决

定的［2］ ．如图1结构�设自由度为 n�边界弹性支
承为 j 个�｛k｝j ×1是由 j 个待识别的结构边界弹
性支承刚度组成的列向量．

图1　弹性支承结构
Fig∙1　Structure with elastic supports

　　矩阵［ K］ n×n是结构的刚度矩阵�则［ K］ n×n
可表示为

［ K］ n×n＝∑j
i ＝1ki［ Ki］ n×n＋［ K0］ n×n （1）

式中：ki 为第i 个边界弹性支承刚度；［ Ki］ n×n是
一个除了对角线上某个元素为1其余均为0的矩
阵�它表征了弹性支承在结构的刚度矩阵中所占
的位置；［ K0］ n×n表示没有弹性支承时结构的刚
度矩阵．

设矩阵［ M］ n×n是结构的质量矩阵�与结构的
边界弹性支承无关．

设｛λ｝n×1是［ K］ n×n相对于［ M］ n×n按升序排
列的广义特征值列向量�显然第 p 阶特征值λp 是
｛k｝j ×1的函数

λp＝λp（｛k｝j ×1） （2）
｛f｝s×1是模态试验测得的按升序排列的 s 阶

固有频率向量�则可以建立下面的非线性方程组：
｛λ（｛k｝j ×1）｝s×1－｛（2πf）2｝s×1＝0 （3）

2　广义特征值导数
用Newton －Raphson 法求解非线性方程组（3）

时�需要计算广义特征值的导数�即结构固有频率
关于弹性支承刚度的灵敏度．可将广义特征值导
数写成如下矩阵形式

［ λ′pi］ s×j＝ ∂λp（ k1�k2�…�kj）∂ki s×j
（4）

式中：λ′pi表示当结构第i 个边界弹性支承刚度发
生单位变化时�结构第 p 阶固有频率的改变量．
λp�｛φp｝n×1是结构的第p 阶特征值和特征向

量�且｛φp｝n×1对质量矩阵正交�有
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（［ K］ n×n－λp［ M］ n×n）｛φp｝n×1＝0 （5）
｛φp｝T1×n［ M］ n×n｛φp｝n×1＝1 （6）

根据文献［3］ �有
　λ′pi＝｛φp｝T1×n（? K′」n×n－λp? M′」n×n）｛φp｝n×1 （7）
对于结构弹性支承刚度识别问题�［ M′］ ＝0�由式
（1）知［ K′］ ＝［ Ki］ �所以上式简化为
λ′pi＝｛φp｝T1×n［ Ki］ n×n｛φp｝n×1 （8）

3　Newton－Raphson 法求解非线性方程组
Newton －Raphson 法解得第 m 步弹性支承刚

度解为｛k m｝j ×1�则特征值列向量存在偏差
｛Δλm｝s×1：
｛Δλm｝s×1＝｛λ（｛k m｝j ×1）｝s×1－｛（2πf）2｝s×1 （9）
令

｛g m｝s×1＝｛Δλm｝s×1·／｛（2πf）2｝s×1�
式中：“·／” 表示两个向量对应元素相除；｛g m｝s×1
表示第 m 步特征值偏差与目标特征值的比值．

第 m 步等效误差的大小Error m＝｛g m｝T1×s×
｛g m｝s×1�则对Error 求微分有

dError m ＝ 2｛g m｝T1×s × （［ λ′mpi ］ s×j ·／
｛（2πf）2｝s×1）｛d k m｝j ×1＝｛Am｝1×j×｛d k m｝j ×1（10）

第 m 步弹性支承刚度的修正值｛Δk m｝j ×1：

｛Δk m｝j ×1＝Error ×｛Am｝Tj ×1
｛Am｝1×j｛Am｝Tj ×1

（11）
｛k m＋1｝j ×1＝｛k m｝j ×1－α｛Δk m｝j ×1 （12）

为了使整个迭代过程不致发散�上式中用α
（0＜α≤1）来控制每一步增量．
4　算法流程
（1） 用有限元方法计算［ Ki］ n×n�［ K0］ n×n�

［ M］ n×n；
（2） 选择初值�｛k0｝j ×1�step ＝0；
（3） 按式（1） 计算［ K］ n×n�计算广义特征值

列向量｛λ｝n×1�并按升序排列�同时将对质量正
交化的振型向量矩阵［ φ］ n×n与｛λ｝n×1对应排列；
（4） 检查收敛条件�如果Error 足够小�停止

计算；
（5） 按式（8）计算特征值导数λ′pi�按式（11）计

算增量｛Δk｝j ×1；
（6） 按式（12）计算｛k｝j ×1；
（7） step ＝step ＋1�重复步骤（2）～（7） ．

5　算例
　　文献［4］ 用模态试验获得带弹性支承梁的前

三阶固有频率�并用REDUCE 语言识别了弹性支
承刚度．本文将其中带有三个弹性支承的简支梁
作为算例．如图2�一根400mm×25mm×6mm 的
等截面简支梁�梁的弹性模量 E＝2∙058×1011Pa �
密度ρ＝7∙8×103kg／m3�线弹簧的刚度已知�k1＝
23226N／m�k2＝33810N／m�k3＝25578N／m．

图2　带弹性支承简支梁（单位：mm）
Fig∙2　Si mple beam with elastic supports

　　按照本文算法用Matlab 编写了程序�分别根
据文献［4］ 中模态试验测得的频率、ANSYS 计算出
的频率及假设模态试验测得的频率存在更大误差

的情况进行了支承刚度识别．
在确定式（1） 中［ K1］ n×n、［ K2］ n×n、［ K3］ n×n

时�用了以下方法．用ANSYS 有限元分析软件建
立有限元模型�选择整个模型生成一个超单元
（Superelement） �让ANSYS 输出这个超单元的质量
矩阵和刚度矩阵�即为有限元模型的质量矩阵和
刚度矩阵．根据式（1） �k1＝0N／m�k2＝0N／m�k3
＝0N／m�即没有弹性支承时�有限元模型的刚度
矩阵是［ K0］ n×n；k1＝10000N／m�k2＝0N／m�k3
＝0 N／m 时�有 限 元 模 型 的 刚 度 矩 阵 为
［ K1＋0］ n×n�则 ［ K1］ n×n ＝ （［ K1＋0］ n×n －
［ K0］ n×n）／10000�同样可以得到［ K2］ n×n�
［ K3］ n×n．
5∙1　由文献［4］ 中模态试验结果识别的支承刚度

文献［4］ 中模态试验测得的前三阶固有频率
如表1所示．

表1　模态试验测得的结构前三阶固有频率［4］

Tab∙1　The lowest three frequencies in model test ［4］ Hz
频率 f1 f2 f3

模态试验 118∙00 356∙75 778∙65
　　由文献［4］ 中模态试验结果识别出的支承刚
度具有足够的精度�如表2所示．

表2　由模态试验结果［4］ 识别的支承刚度
Tab∙2　Identified stiffness of supports

using the modal test results ［4］

支承刚度 精确值／（N·m－1） 识别值／（N·m－1） 误差／％
k1 23226 22870 －1∙53
k2 33810 33400 －1∙21
k3 25578 25905 　1∙28
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5∙2　模态试验结果误差对支承刚度识别结果的
影响

模态试验得到的结果或多或少存在着一定的

误差�为了研究模态试验结果误差对支承刚度识

别结果的影响�本文分别采用ANSYS 计算出的频
率及假设模态试验测得的频率存在更大误差的情

况（Case1�Case2�Case3） �如表3所示�进行了支承
刚度识别．

表3　结构前三阶固有频率
Tab∙3　The lowest three frequencies of the stucture

频率
ANSYS 计算

／Hz
模态试验［4］

／Hz
误差

／％
Case1
／Hz

Case1
误差／％

Case2
／Hz

Case2
误差／％

Case3
／Hz

Case3
误差／％

f1
f2
f3

117∙99
356∙72
789∙46

118∙00
356∙75
778∙65

　0∙01
　0∙01
－1∙37

119∙17
360∙29
797∙35

1
1
1

120∙35
363∙85
805∙25

2
2
2

123∙89
374∙56
828∙93

5
5
5

　　从表4可以看出�识别出的支承刚度误差随
着频率误差的增加而增大�但均不超过10％．因
此如果模态试验测出的频率具有足够的精度�用
本文的方法来识别结构边界支承刚度是可行的．

表4　支承刚度的识别结果
Tab∙4　Result of identification of the supports′stiffness

频率取值 支承刚度
精确值／

（N·m－1）
识别值／

（N·m－1） 误差／％

ANSYS k1 23226 22870 －1∙53
计算

k2 33810 33821 　0∙03
k3 25578 25903 　1∙27
k1 23226 22870 －1∙53

模态试验［4］ k2 33810 33400 －1∙21
k3 25578 25905 　1∙28
k1 23226 22196 －4∙43

Case1 k2 33810 33879 　0∙20
k3 25578 26167 　2∙30
k1 23226 22959 －1∙15

Case2 k2 33810 34991 　3∙49
k3 25578 26923 　5∙26
k1 23226 23362 　0∙59

Case3 k2 33810 35555 　5∙16
k3 25578 27324 　6∙83

　　识别结果的误差主要有两部分组成�一部分
来自计算误差�另一部分来自模态试验测得频率
的误差．“ ANSYS 计算” 、“ 模态试验文献［4］” 这两
种情况�计算误差是主要的．“ Case1” 、“ Case2” 、
“Case3” 这三种情况�假设模态试验测得的频率存
在的误差造成了支承刚度识别结果更大的误差�
这是因为支承刚度识别问题是非线性问题．由式
（1）知�结构刚度矩阵由两部分组成�其中［ K0］ n×n

是不变的�因而频率微小的变化将完全反映在支
承刚度 ki 上�从而导致识别支承刚度较大的
误差．
6　结束语

本文从广义逆特征值角度研究了结构弹性支

承刚度参数识别问题�将结构弹性支承刚度参数
识别问题转化为含参数的广义特征值逆问题．本
文方法可以用于桥梁结构的橡胶支座和墩柱的刚

度识别�或其他结构边界弹性支承刚度的识别．
广义特征值逆问题是一个复杂的问题�用

Newton －Raphson 法求解时�其收敛性和收敛快慢
不仅与支承刚度初值的选取有关�而且与实测频
率的误差大小有关�最后识别结果的误差也将取
决于实测频率的误差．

用模态试验来识别结构的参数是一种非常简

便的方法�试验和试验处理均十分方便．与模态试
验相结合的参数识别方法研究是当前土木工程领

域的一大研究热点�也是今后发展方向．
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An Inverse Generalized Eigenvalue Method to Identify
the Stiffness of Elastic-supports of a Structure

JIN Ting �LIN Zhi －xing �LI Yong －ning
（SLDRCE of Tongji University �Shanghai 200092�China）

Abstract ：In this paper �the author presents a method to identify the stiffness of elastic-supports of a structure basing
on inverse generalized eigenvalue theory∙The structure stiffness matrix is regarded as a linear function of the stiffness
of elastic-supports �and the generalized eigenvalue derivative is also introduced∙In the end of this paper �the example
shows that using the modal test results the nonlinear equation sets �which contain parameters of the stiffness of sup-
ports �can be solved by Newton －Raphson’s method �and the stiffness of elastic-supports can be identified∙The effect
of the error in the modal test results on the identification of stiffness of elastic-supports is also analyzed∙The error
analysis proves that this method can realize the exact identification of the structure boundary support stiffness if the
modal test results are of enough accuracy∙
Key words ：parametric identification ；inverse generalized eigenvalue ；stiffness of elastic-supports
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