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基于 045678变换的复有理圆弧样条
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摘!要# 针对工业产品和机械零件设计中的二次圆弧表示问题!基于 045678变换的保交比性质和保圆

性质!提出了一种用参数复有理函数精确表示圆弧曲线的方法]该方法通过构造直线段与圆弧曲线之间

的 045678变换!将圆弧曲线表示为复有理函数的形式!并结合光滑约束条件构造了复有理圆弧样条函

数]与 V<L6<O曲线和 I‘ZV? 曲线等方法相比!该方法能够精确定义二次圆弧曲线!而且不需要反求控制

顶点和权因子!实验结果表明所提方法简单易行]
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ST引言

在工业产品和机械零件的计算机数控加工
中!常常需要使用构造方法简单!而且容易实现的
基本曲线来代替和逼近任意曲线]由于直线和圆
弧的定义形式简单!而且易于在计算机中进行构
造!所以大多数数控加工中利用直线和圆弧插补
的方式来对机械零件进行加工 (’ J")]特别地!相对
于直线!圆弧具备更好的光滑性质!因此使用圆弧
曲线来逼近计算机数控的刀具加工路径在近几年
得到了大量的研究 (2 J()]以 V<L6<O曲线和样条曲
线方法为代表的自由型曲线曲面设计方法!是图
形图像造型的基本工具!是计算机辅助设计和计
算机图形学中运用得最多的基本方法之一]然而!
该方法在逼近圆弧曲线时计算量巨大!而且算法
的实现过程非常复杂]例如!对于具有特定半径
的半圆弧!需要使用 3 次 V<L6<O曲线进行逼近!而
且必须反求 V<L6<O曲线的控制顶点]如果圆弧的
半径发生改变!或者对于逼近精度有更高的要求!
则需要重新设定 V<L6<O曲线的次数!而且需要重
新计算控制顶点]

I‘ZV? 方法 (#)的出现!很好地解决了这一问
题!它在保留了样条方法描述自由型形状的长处
的同时!扩充了样条方法统一表示二次曲线的能
力!包括精确表示二次圆弧]但是和任何一种方法

一样!I‘ZV? 方法也面临很多问题!尤其是权因
子怎样影响曲线的参数化和怎样确定合适的权因
子!一直是困扰设计工作者并且没有得到解决的
问题]同时!I‘ZV? 方法在定义圆弧的时候需要
额外的存储]例如!用一个外切正方形作为控制多
边形定义一个整圆!至少需要 ( 个控制顶点和 ’&
个节点]而传统的表示只要求给出圆心!半径和垂
直于圆所在平面的法矢]

基于三角多项式的 .G-7OR<8(1)解决了圆弧
曲线的精确表示问题!但该方法本身也面临着
参数的选取困难问题]同时!利用三角多项式表
示形式代替有理表示形式!这将大大增加计算
机的运算量]045678变换 (’&)最早是由德国几何
学家与天文学家莫比乌斯提出来的]它是复分
析中形式结构简单!具有良好性质!而且应用广
泛的一类保形变换]045678变换具有保交比性
质和保圆性质]在本文中! 通过构造直线段与圆
弧曲线之间的 045678变换!将圆弧曲线表示为
复有理函数的形式]该表示方法形式简单!存储
数据量小!具有良好的插值性质和仿射不变性
质!而且可以在光滑约束条件下与 K样条曲线
实现连续拼接]

UT045678变换

定义 ’]’!由复变函数
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3n1"Z# n9Zp[
8Zp?

"9? J[8-&# "’#

所确定的变换称为 045678变换(其中!9’[’8’? 为
复平面上的常数%Z是复变量(

条件 9? J[8-& 是必需的!否则 3将蜕化成
为常数(

说明$ 对"’#式进行如下补充定义$

9#若 8- &!定义 3 +i Z+.?( )8 !定义

3+ 9
8
"Z+i#%

[#若 8+&!定义 3+i"Z+i#(
基于以上补充定义!我们不难发现式 "’#能

够将扩充的初始平面一一地映射为另一个扩充平
面!即由式"’#所定义的变换 3+1"Z# 能够确定
初始扩充 Z平面到目标扩充 3平面之间的一一对
应变换关系(

定理 ’(’!设 045678变换将扩充 Z平面 " 个
不同的点 Z’’Z%’Z" 对应变换成扩充 3平面上的 "
个点 3’’3%’3"!即 3#n1"Z##!#n’!%!"(则该
045678变换就被唯一确定!并且可以写成下述
形式$
3n1"Z# n("ZJZ" #"Z’ JZ% #3% "3’ J3" # J"ZJ
Z% #"Z’ JZ" #3" "3’ J3% #)’("ZJZ" #"Z’ JZ% #
"3’ J3"# J"ZJZ% #"Z’ JZ" #"3’ J3%#)( "%#

由定理 ’(’ 可得!扩充平面上的 " 对对应点
能够唯一确定一个 045678变换]

WT基于 045678变换的圆弧曲线表示方法

定理 %(’!设 X’ "5’! ’̂ #’X% "5%! %̂ #’X" "5"!

"̂#是平面上不在同一条直线上的任意 " 点(记
3#n5#p!̂#"#n’!%!"#!3#是点 X#的复数表示!则
下述复有理函数
3"$# n("$J$" # "$’ J$% #3% "3’ J3" # J"$J$% #
"$’ J$"#3""3’ J3%#)’("$J$" # "$’ J$% # "3’ J
3"# J"$J$%#"$’ J$"#"3’ J3%#)!$$($’!$")!

""#
精确表示由X’’X%’X" 这 "点所确定的一段圆弧曲线!
并且满足3#n3"$##"#n’!%!"#(其中!$#$ZZ"#n’!%!
"#为实数节点!且$’ q$% q$"(

证明!因为 $$ ($’!$") / E!不妨将 $看作
虚部为零的复数!则式""#所确定的为 045678变
换变换]

由 045678变换的保交比性质! 2点3’3’’3%’
3" 的交比"3!3’!3%!3"# 等于 2 点 $’$’’$%’$" 的交
比"$!$’!$%!$"#(显然! "$!$’!$%!$"#为实数! 所以
"3!3’!3%!3"# 也为实数(结合 045678变换的保
圆周性质!2 点 3’3’’3%’3" 位于同一圆周上!即

式""# 所定义的函数精确表示由 X’’X%’X"这 " 点
所确定的一段圆弧曲线(

事实上! 在定理 %(’ 中!若记经过 X’ ’X% ’X" "
点的圆弧曲线为 ’!则式""# 建立了实数轴上的
区间($’ !$" ) 与圆弧曲线 ’之间的一一对应关
系(即式""# 为圆弧曲线’的参数复有理函数表
示(换句话说! 任给平面上不在同一直线上的
" 点!都可以利用式""# 来构造由它们所确定的
圆弧曲线(

下面说明式""#是非退化的]式""#可以整理
为 0G形式!定义如下$

3"$# +9$C[
8$C?

!

式中!
9 +"$’ .$%#3%"3’ .3"# ."$’ .$"#3""3’ .3%#%
[+$%"$’ .$"#3""3’ .3%# .$""$’ .$%#3%"3’ .3"#%
8+"$’ .$%#"3’ .3"# ."$’ .$"#"3’ .3%#%
? +$%"$’ .$"#"3’ .3%# .$""$’ .$%#"3’ .3"#%

$’ )$% )$"!$$ ($’!$")(
由于

9? .[8+"$’ .$%#"3’ .3%#"$% .$"#"3% .
3"#"$’ .$"#"3’ .3"# - &!
所以 0S形式是非退化的(

记式""# 为参数复有理圆弧曲线!下文中将
讨论它的相关性质(

XT参数复有理圆弧曲线的性质

X]UT仿射不变性
设

2$E% ( E%!
3( 302 C6{ ! "2#

式中!2为 % U% 矩阵%6为 ’ U% 向量(
把2"3## +3#02C6代入式"2#!经过简单

计算可得
3"$%3’02 C6!3%02 C6!3"02 C6# +3"$%
3’!3%!3"#02 C6(
亦即
3($%2"3’#!2"3%#!2"3"#) +2(3"$%3’!3%!3"#)(

"3#
X(WT 几何不变性

设
+$E( E%
$( 2$CH{ !

"$#

其中!2’H 均为实数(
把 +"$# +2$CH!+"$## +2$#CH!"#+’!%!

"# 代入式"3#!经过简单计算可得
3(+"$#%+"$’#!+"$%#!+"$"#) +3"$#("(#
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上述性质表明$0S形式中的参数定义区间和
节点不是本质的!可以根据需要选择合适的参数
定义区间以及节点(为了方便!不妨设

$’ +&%$% +
’
%
%$" +’!

参数定义区间为(&!’)(则圆弧曲线可以表示为
3"$# +
"$.’#3% "3’ .3"# ."%$.’#3" "3’ .3%#
"$.’#"3’ .3"# ."%$.’# "3’ .3%#

!$$ (&!’)(

"##
X(XT 微分性质

经过简单计算!可得
*3
*$
+ 9? .[8
"8$C?# % +

"$’ .$%#"3’ .3%#"$% .$"#"3% .3"#"$’ .$"#"3’ .3"#
("$.$"#"$’ .$%#"3’ .3"# ."$.$%#"$’ .$"#"3’ .3%#)

%!

所以
*3
*$ $+$’

+
$% .$"

"$’ .$"#"$’ .$%#
0
"3’ .3%#"3’ .3"#

3% .3"
%

*3
*$ $+$"

+
$’ .$%

"$’ .$"#"$% .$"#
0
"3’ .3"#"3% .3"#

3’ .3%
!

如果 $’ +&!$% +
’
%
!$" +’!则

3-"&# +.
"3’ .3%#"3’ .3"#

3% .3"
%

3-"’# +.
"3’ .3"#"3% .3"#

3’ .3%
(

YT 参数复有理圆弧样条

Y(UT 构造 ;S 连续的圆弧样条
已知平面上 *个点 X’"5’! ’̂#’X%"5%! %̂#’*’

X*"5*! *̂#!*# "!将其表示为复数形式3’ +5’ C
!̂’!3% +5% C!̂%!*!3* +5* C!̂*(定义如下$
42"$%3#!3#C’!3#C%# +
"’ .$#$!23#C’"3#.3#C%# C"$.$

!
2#3#C%"3#.3#C’#

"’ .$#$!2"3#.3#C%# C"$.$
!
2#"3#.3#C’#

!

"1#

其中!$$ (&!’) 是参数%$!2 +
4X#X#C’
4X#X#C%

是区间(&!’)

内的节点%下标#+’!%!*!* .%%2+’!%!*!*’(
计算可得 * n%*’ p’(根据定理 %(’!显然式

"1#定义了一条插值于已知 * 个点的参数复有理
圆弧样条曲线!而且由参数复有理圆弧曲线的微
分性质不难验证该曲线是 ;& 连续的]

在本文中!笔者构造了两条 ;& 连续的参数
复有理圆弧样条曲线!如图 ’ 所示(在图 ’ 中!样
条曲线在相邻的连接点处满足;& 连续的连接条
件!而且精确插值于给定的型值点(显然!如果

使用线性插值方法!对于给定的 ( 个型值点!必
须构造 $ 条直线段!而基于 " 点插值的复有理圆
弧样条曲线仅仅只需要构造 " 段圆弧曲线!而且
在除了拼接点处满足;& 连续的连接条件外!圆
弧样条曲线在其他点处是;i 连续的]

图 UT"S 连续的圆弧样条
(=>6UT"S N37<=7G3GON=9NG4;9;9N9?Q9?O?7<;<=37

Y]WT构造I;U 连续的圆弧样条
已知平面上 3个点X#"5#! #̂#"#+’!%!*!3#!

将其表示为复数形式$3#+5#C!̂#"#+’!%!*!
3#!构造两段圆弧曲线$
4’"$%3’!3%!3"# +
"’.$#$!’ 3%"3’.3"#C"$.$

!
’ #3""3’.3%#

"’.$#$!’ "3’.3%#C"$.$
!
’ #"3’.3%#

"$$(&!’)#%

4%"$%3"!32!33# +
"’.$#$!% 32"3".33#C"$.$

!
% #33"3".32#

"’.$#$!% "3".33#C"$.$
!
% #"3".33#

"$$(&!’)#(

其中!$!’ +
4X’X%
4X’X"

!$!% +
4X"X2
4X"X3

(圆弧曲线4’"$%3’!3%!

3"# 经过点 X’’X%’X"!圆弧曲线 4%"$%3’!3%!3"# 经
过点 X"’X2’X3(当且仅当下述条件%
"3% .3"#"3" .3’#

"3’ .3%#
+#0

"3" .32#"3" .33#
"32 .33#

成立时!两段圆弧曲线 4’ 和 1% 在连接点 X" 处是
I;’ 连续的!其中! #$ ZZ为一任意常数(

已知平面上 *个点 X’"5’! ’̂#’X%"5%! %̂#’*’
X*"5*! *̂#!"* # "#!将其表示为复数形式 3’ +
5’ C!̂’!3% +5% C!̂%!*!3* +5* C!̂*(类似于前
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文中;&;& 连续的圆弧样条曲线的构造!首先定义
下述圆弧曲线(

42"$%3#!3#C’!3#C%# +
"’.$#$!23#C’"3#.3#C%#C"$.$

!
2#3#C%"3#.3#C’#

"’ .$#$!2"3#.3#C%# C"$.$
!
2#"3#.3#C’#

! "’&#

式中$$$ (&!’)是参数%$!2 +
4X#X#C’
4X#X#C%

是区间(&!’)

内的节点%下标#+’!%!*!* .%%2+’!%!*!*’(
若给定的 * 个点满足下述条件$

"3#C’ .3#C%#"3#C% .3##
"3#.3#C’#

+#0
"3#C% .3#C"#"3#C% .3#C2#

"3#C" .3#C2#
!

"’’#
式中! #$ ZZ为一任意常数%#+’!%!*!* .2(则
由式"’&# 定义的圆弧样条曲线是I;’ 连续的!且
过已知的 * 个点(

图 % 为两条I;’ 连续的圆弧样条曲线 4’ 和4%(
其中!圆弧样条曲线4’ 由 " 段圆弧曲线 4’’’4’% 和
4’" 组成!对于平面上给定的 ( 个型值点 X’"."N3!
.’N3#’X%".%N3!’#’X"" .’N3!%#’ X2"&N3!%N3#’
X3" %N$#3 %! &N"2# 2#’X$" %N’’3 $! .’N2%$ $#’
X("’N((% 1! .’N$1( %#!圆弧曲线4’’ 插值于 X’’X%’
X"! 圆弧曲线4’% 插值于 X"’X2’X3!圆弧曲线4’" 插值
于 X3’X$’X((经简单计算可得!圆弧曲线4’’ 和4’% 在
!!!

图 WT$"U 连续的圆弧样条
(=>6WT$"U N37<=7G3GON=9NG4;9;9N9?Q9?O?7<;<=37

点 X" 处为I;
’ 连续!圆弧曲线4’% 和4’" 在点X3 处为

I;’ 连续(如果使用 I‘ZV? 曲线构造I;’ 连续的
圆弧样条曲线4’!则需要使用 %次I‘ZV?曲线!还
必须利用反求矩阵计算 I‘ZV? 曲线的控制顶点
和权因子!需要大量的额外运算%而且权因子选择
的不同!会影响插值样条曲线的唯一性(但本文方
法只需要把各个型值点转换为复数形式!直接代
入样条曲线方程函数即可!简单易行(

^T结束语

笔者利用 045678变换的保交比性质和保圆
性质! 提出了一种精确定义圆弧曲线的参数复有
理函数方法! 并基于该方法!研究了具有 ;& 连续
和I;’ 连续性质的参数复有理圆弧样条曲线的构
造方法]与目前常用的 I‘ZV? 曲线和.G-7OR<8曲
线方法相比! 笔者提出的圆弧曲线表示方法不需
要权因子和额外的控制参数! 故而简便易行]
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