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摘!要! 针对运用贝叶斯统计方法求解地下水污染反问题时"经典 /%/%算法%/’4JCRC3AE算法&求解结
果受样本初始点影响且计算效率低的问题"提出了一种基于拉丁超立方抽样方法的改进型多链延迟拒
绝自适应 /’4JCRC3AE算法%2?8/&! 将贝叶斯统计方法与二维水质对流=扩散方程相耦合"建立地下水
污染源识别模型! 构建一个污染物在地下水含水层中瞬时排放的算例"分别运用/’4JCRC3AE算法$多链
/’4JCRC3AE算法以及改进型多链 2?8/算法对污染源信息%污染源强度$排放位置%""$&和排放时长&进
行反求! 算例研究表明" /’4JCRC3AE算法受样本初始点影响"容易出现反演结果局部最优或者反演结果
难以收敛的问题#多链 /’4JCRC3AE算法虽然显著提高了反演结果的准确性"但是反演效率相对低下#改进
型多链 2?8/在保证反演准确性的条件下"可显著提高反演效率 %相对于多链 /’4JCRC3AE算法提高
<+h&"实现反演结果准确性与效率的双提高!
关键词! 二维水质模型# 贝叶斯=马尔科夫链蒙特卡洛法# 拉丁超立方抽样# 延迟拒绝自适应 /’4JCRC3AE
算法# 污染源识别
中图分类号! l7.6!!!文献标志码! 8!!! ĴR!*.]*67.1cdbAEE(b*<7*_<+66]-.*>b.-].*<

83引言

目前#国内外水污染溯源问题的研究较多#其
本质是水质模型参数的识别( 参数识别方法主要
有马尔科夫链蒙特卡罗算法!/#JVC@H&#A( /C(4’
%#J3C#/%/%" ) *_7* +微分进化算法 ) +_*** +遗传算
法 ) *-_*6*和最小二乘算法 ) *,*等( 陈海洋等 ) ,*运用
经典 /%/%算法实现了水体污染源项的识别#得
到了污染源强度+污染源位置和污染源排放时长
6 个未知参数的估计值( 闵涛等 ) *-*利用遗传算
法求解对流=扩散方程源项识别反问题( 这些算
法可分为确定性方法和不确定性方法#其中确定
性方法未考虑误差因素#得到参数确定的估计值#

但容易丢掉,真值-%不确定性方法具有较强的随
机性#收敛速度慢#计算量随着参数的增多而呈指
数增长#得到待估参数的一个小的可靠范围( 其
中#/%/%方法应用较为广 泛( /’4JCRC3AE算
法 ) *6_*,*是一种经典的 /%/%方法#应用非常广

泛( 大多数 /%/%算法都是通过改进 /’4JCRC3AE
算法得到的#比如延迟拒绝算法!F’3#$’F J’d’H4AC(#
2?" )*1_*<* +自适应 /’4JCRC3AE算法 !8/" )*7* +延迟
拒绝 自 适 应 /’4JCRC3AE算 法 !2?8/" )*+* 等(
2?8/算法是一种高效自适应 /%/%算法#其本
质是把 2?算法和 8/算法二者组合起来( 2?
算法保证了马尔科夫链的局部自适应#8/算法
采用全局自适应调整策略#因此 2?8/算法能够
对 /%/%链条进行全局和局部的自适应#2?8/
算法抽样效率优于 2?算法和 8/算法各自单独
使用的情况 ) *>* ( 但是 /’4JCRC3AE算法和 2?8/

算法 都 只 有 一 条 链# 容 易 陷 入 到 局 部 最 优
值 ) *>_-.* #计算结果给决策者造成一定的负面
影响(

笔者运用二维地下水水质对流=扩散方程#通
过贝叶斯公式建立水体污染源识别模型#得到污
染源强度+排放位置 !"#$"和排放时长 , 个未知
参数的后验概率密度函数#并运用拉丁超立方抽
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样方法 ) -**优化 2?8/算法#实现参数反演过程
中准确性与效率的双提高#为突发性水污染反问
题研究提供借鉴(

53研究方法

5I53贝叶斯公式

贝叶斯公式 ) --_-6*如下’

&!# <" %
&!< #"&!#"
&!<"

1 &!< #"&!#"# !*"

式中’ #为模型的未知参数%< 为实测数据%
&!#P<" 为参数的后验概率密度函数%&!#" 为参
数的先验概率密度函数%&!<P#"为条件概率密度
函数%&!<" 为归一化的积分常数(

假设模型中未知参数共有 ;个#则 #%!#*#

#-#$##;"( 环境水力学的模型参数都分布在一
个特定的范围内#可以认为每个参数都服从均匀
分布#且 #*##-#$##;相互独立( 模型参数 #6的
先验概率密度函数可定义为’

&!#6" %
*

W6)(6
# #6$ )(6#W6*%

.# 其他({ !-"

总的先验分布 &!#"可表示为’

&!#" %)
;

6%*
&!#6"( !6"

!!假设模型中实测值共有 2 个#即 < %!<*#<-#

$#<2"( <6表示第 6个实测数据#-6!"#$##P#" 表

示相应的第 6个预测值#则 !6%<6)-6!"#$##P#"

为测量误差#6%*#-#$#2( 假设测量误差服从均
值为 .+标准偏差为 (的正态分布#且相互独立#

则条件概率密度函数 &!< P#" 可表示如下’

&!< #" %
*

!-’(-" 21-
/

’QR )"
2

6%*

)<6)-6!"#$###"*
-

-(-{ } ( !,"

!!联合式 ! *" e! ,"#可得后验概率密度函数
&!#z<"为’

&!# <" %
)
;

6%*
&!#6"

!-’(-" 21-&!<"
/

’QR )"
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6%*

)<6)-6!"#$###"*
-

-(-{ } ( !1"

!!由于
)
;

6%*
&!#6"

!-’(-" 21-&!<"
是与参数 #的选取无关

的固定数#可记为 ’( 故式!1"可写为’

&!# <" %’’QR )"
2

6%*

)<6)-6!"#$###"*
-

-(-{ } (

!<"
!!在实测数据 < 固定的条件下#式!<" 是关于
参数 #的函数( 式!<" 通过积分求解参数 #的概
率分布#计算较为复杂#难以得出明确的解析表达
式( 并且随未知参量维数的增加#数值积分算法
的计算量将呈指数增长#实现复杂且难度较大(
5I73延迟拒绝自适应 ?QPUJ]JKR‘算法

式!<"一般可采用马尔科夫链蒙特卡罗方法
!/%/%"近似求解( /%/%方法的核心是 /C(4’
%#J3C模拟方法和 /#JVC@%&#A( 抽样方法( 当,概
率事件-样本点足够多时#频率可以近似代表概
率#这是 /C(4’%#J3C模拟方法的本质#而 /#JVC@
%&#A( 抽样方法能够保证 /#JVC@链花更多的时间
在概率大的区域#节省 /C(4’%#J3C模拟方法的工
作量(

/’4JCRC3AE算法是一种经典的 /%/%算法#

应用非常广泛#具体算法参见文献)*6_*,*#其提
议分布一旦设定便保持不变#当提议分布远离目
标分布时#马尔科夫链收敛速度会变慢( 为了提
高马尔科夫链收敛效率#Y##JAC等 ) *+*将 2?算法
和 8/算法结合提出了高效自适应 2?8/算法#
其具体步骤如下(
*]-]*!非自适应阶段

!*"在模型未知参数 !先验范围内随机产生
初始的参数样本 ##!#%*"#非自适应阶段迭代次
数为 N.#提议分布为高斯分布 O#%N!###$."#其
中 $. 为协方差矩阵#要求 $. 满足对称正定条件#

并且高斯分布满足对称随机游走(
!-"从提议分布 N!###$." 中抽取一个参数

样本#! %产生).#**上的随机数 J%计算接受概率

OA( *#
&!#! <"
&!## <"{ } #其中&!#! <" 与&!## <" 由

式!<" 计算得到( 如果 J @OA( *#
&!#! <"
&!## <"{ } #

接受#! #即##** %#
! %否则#拒绝#! #即##** %

##(
!6"重复过程!-"#直至达到迭代次数 N.(

*]-]-!自适应阶段
!*"通过步骤!*"已抽取到的样本点 #*##-#

$##N.#此时#%N.( 下一步提议函数O
*
#!###/"%

N!###$
*
#"# 式中 $*# %D;HC@!#*##-#$###" *

D;!&;%;表示参数 !的维数#D; %-]6+1;
- ) *+* %!
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表示一个很小的正数#可取为*.)<#目的是保证
$#

*为正定矩阵%&;是一个;维单位矩阵( 自适应
阶段迭代次数为 N(

!-"马尔科夫链的当前状态为 ###从提议分

布O#** 中抽取一个样本#
!
* %计算接受概率(

*
#!###

#!* " %OA( *#
&!#!* <"
&!## <"{ } %产生 ).#** 上随机数

J*(

如果 J* @(
*
#!####

!
* "#接受 #

!
* #即 ##** %

#!* # 转入!6"(

如果 J* ( (*#!####
!
* "#设定 - * 6* 6#$%

)*#.]-#.].**#$-#%$-$
*
##从 O-#!###/" %N!###

$-#" 中抽取一个样本 #
!
- %计算接受概率

(-#!####
!
* ##

!
- " %

OA( *#
&!#!- <"O*#!

!
- ##

!
* ")* )(

*
#!#

!
- ##

!
* "*

&!## <"O
*
#!####

!
* ")* )(

*
#!####

!
* "*{ } %

产生).#** 上随机数 J-%如果 J- @(
-
#!####

!
* #

#!- "#接受 #
!
- #即 ##** %#

!
- #转入!6"(

如果 J- ( (-#!####
!
* ##

!
- "#$

6
# %$6$

*
## 从

O6#!###/" %N!###$
6
#" 中抽取一个样本 #

!
6 %计算

接受概率
(6#!####

!
* ##

!
- ##

!
6 "

%OA( *#
&!#!6 <"O*#!#

!
6 ##

!
- "O

-
#!#

!
6 ##

!
* "

&!## <"O
*
#!####

!
* "O

-
#!####

!
- "{

)* )(*#!#
!
6 ##

!
- "*)* )(

-
#!#

!
6 ##

!
- ##

!
* "*

)* )(*#!####
!
* "*)* )(

-
#!####

!
* ##

!
- "* }

产生区间).#** 上随机数 J6%如果 J6 @(
6
#!###

#!* ##
!
- ##

!
6 "#接受 #

!
6 #即 ##** %#

!
6 #转入!-"(

!6"重复过程!-"#直至达到迭代次数 N(
5I63拉丁超立方抽样

采用 /’4JCRC3AE算法和 2?8/算法求解多维
参数反演问题#/#JVC@%&#A( 容易受到样本初始
点的影响#可能在局部最优处达到稳定或者产生
难以收敛的问题(

为了保证样本初始点的随机性和均匀性#本
研究基于拉丁超立方抽样方法 ) -**对 2?8/算法
进行改进( 拉丁超立方抽样方法是一种多维分层
随机抽样方法#具有良好的散布均匀性和代表性(
假设要在 ;维模型参数 #先验范围 )(6#W6*!6%
*#-#$#;" 内抽取 O组样本#具体步骤如下’

!*"把 ;维模型参数的 ;个先验范围 )(6#
W6*!6%*#-#$#;" 都均分成 O个小区间#小区间
可记为)(6:#W6:*!6%*#-#$#;%:%*#-#$#O"#总
共产生 ;4O个小区间(

!-"在任一小区间 )(6:#W6:* 中随机抽取一个
数#记为 #6:#总共产生 ;4O个数#组成矩阵为

.;O%

#** #*- $ #*O
#-* #-- $ #-O
. . . .
#;* #;- $ #;O















(

!! ! 6"对矩阵 .;O中行向量 )#6*##6-#$##6O*
!6%*#-#$#;" 进行随机排序# 所得向量记为
)+6*#+6-#$#+6O*!6%*#-#$#;"%由此得到矩阵

);O%

+** +*- $ +*O
+-* +-- $ +-O
. . . .
+;* +;- $ +;O















(

!!!," 矩阵 );O中每个列向量是一组样本#共
抽取得到 O组样本(
5I43改进型多链 >$&? 算法

改进型多链 2?8/算法具体步骤’
!*"运用拉丁超立方抽样方法#在模型参数

先验范围内随机抽取 O组初始样本(
!-"分别以 O组初始样本作为初始点采用

2?8/算法进行迭代运算#得到 O条 /#JVC@
%&#A(E(

!6"对上面 O条 /#JVC@%&#A(E求平均值作为
最终结果(

73算例应用

7I53算例概述
均质各向同性地下含水层中#二维地下水水

质对流=扩散方程 ) -,_-1*可以表述为’

!
0
0"
7"
0-
0"( ) * 00$7$0-0$( ) ) 00"!J-" %0-0## !7"

式中’ -为测点!"#$" 在 #时长的污染物的浓度#
OKcU% #为污染物排放后开始预测的时长#F% 7"+

7$分别为纵向+横向的扩散系数# O- cF% J为地下
含水层水流平均流速# OcF(

对于污染物瞬时点源排放模式#方程的解析
解可表示为’

-!"#$##"f
U

,’’Y 7"7槡 $#
’QR _

!"_J#" -

,7"#
_
$-

,7$#[ ] # !+"

式中’ U为污染物的排放量#K% Y 为含水层的厚
度#O% "+$分别为预测点距排放点的纵向+横向
距离#O% ’为含水层的有效孔隙率(

假设研究区域为均质各向同性地下含水层
!建立坐标系#如图 *"( 含水层厚度为 Yf* O#
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孔隙率 ’f.]6#"轴代表含水层中水流的方向# 水
流速度为 Jf1 OcF%纵向弥散系数为 *]1 O- cF#
横向弥散系数为 .]6 O- cF( 待求参数真值’污染
物泄漏点坐标为!V. f-.. O# b. f-.. O"# 污染
源强度 Uf* ... K# 污染源排放时长 8. f**. F(
观测点 7坐标为!V* f+.. O# b* f-*1 O"(
7I73监测数据

以构建的算例模型的计算值作为观测值# 设
定 -.*7 年 1 月 * 日上午 *. {.. 点作为初始监测
时间#其后每隔 - F 测量一次#直至 -.*7 年 1 月 -*
日上午 *.{..点结束#将研究区水文地质参数带入
!!!

图 53算例模型示意图
(RSZUQ53/cQPYGJTQ_LV]KQVJ Q̂K

式!+"#可计算得出观测点 7的污染物浓度 <6# 以
此作为观测点 7的污染物的观测值#如表 *(

表 53观测点 7处污染物观测浓度序列
0LDKQ53/QdZQOYQaLKZQJT]JKKZPLOPYJOYQOPULPRJOLPJD‘QUaLPRJO]JROP7

时刻 1 月 * 日 1 月 6 日 1 月 1 日 1 月 7 日 1 月 + 日 1 月 *. 日

质量浓度c!OK/U_*" .].*, +. .].<* -. .]*7> < .]6+* * .]1>, . .]<>. 7

时刻 1 月 *- 日 1 月 *1 日 1 月 *7 日 1 月 *> 日 1 月 -* 日

质量浓度c!OK/U_*" .]<.+ . .],*. < .]-*1 1 .].++ >. .].-> *<

7I63结果及比较
根据先验信息#污染源强度 U+污染源位置坐

标!V.#b." 和污染源排放时长 8. , 个待求参数的
取值范围分别为’,.. K*U** <.. K# _-.. O*
V.*<.. O# *+1 O*b.*-*1 O# <. F*8.**<. F(
运用 /#43#W 软件编程#对比分析不同算法的求解
结果(

-]6]*!/’4JCRC3AE算法求解结果

采用经典 /’4JCRC3AE算法构建马尔科夫链对
模型进行求解#马尔科夫链选取初始点不同#, 个
待估参数 U+V.+b.+8. 的迭代曲线差别很大( 以
待估参数 U为例#随机选取两组不同初始样本#
如样本点 *’ !U#V.#b.#8." %!+-7],,#1>-].1#
*>.]1>#+.]77"% 样 本 点 -’ !U#V.#b.#8." %
!<+7]1.#*,*]*1#-*6]+>#*,<]>7"# 待估参数 U
迭代曲线见图 -(

由图 -!#"可知#在初始样本点为U* f+-7],,
K时#/’4JCRC3AE算法迭代到 1 ... 次时#参数 U值
逐渐趋于稳定#并最终在 Uf* ,1. K处收敛#但
是该值与真值 !Uf* ... K"相差较大#误差达
,1h( 另由图 -! W"可知#在样本初始点为 U- f
<+7]1. K时#/’4JCRC3AE算法迭代到 1. ... 次时#
参数 U值仍未收敛( 因此运用 /’4JCRC3AE算法求
解污染源强时#求解结果受样本初始点的影响较
大#容易出现局部最优或者难以收敛的问题( 同
理#在求解另外 6 个待求参数 V.#b.#8. 时也会出
现类似问题(

图 73基于 ?QPUJ]JKR‘算法的不同初始点

模型参数 ’迭代曲线图
(RSZUQ73-PQULPRaQYZUaQ‘JTVJ Q̂K]LULVQPQU’ DL‘Q̂

JO?QPUJ]JKR‘LKSJURPGV[RPG R̂TTQUQOPRORPRLKaLKZQ‘

-]6]-!多链 /’4JCRC3AE算法求解结果
为防止反演结果的局部最优#构建基于拉丁

超立方抽样的多链 /’4JCRC3AE算法求解算例 !设
定 ,. 条链# 单链长度为 1. ..."( 污染源强度
U+污染源位置坐标 !V.#b. "和污染源排放时长
8. 的反演迭代曲线见图 6(
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图 63基于多链 ?QPUJ]JKR‘算法的模型参数迭代曲线
(RSZUQ63-PQULPRaQYZUaQ‘JTVJ Q̂K]LULVQPQU‘DL‘Q̂ JOVZKPR<YGLRO?QPUJ]JKR‘LKSJURPGV

!!由图 6 可知# 当基于拉丁超立方抽样的多链
/’4JCRC3AE算法迭代到 -1 ... 次时#,个参数反演结
果均基本在真值处达到稳定且收敛#而且通过程序
验证迭代结果不受样本初始点选取的影响#有效解
决了经典/’4JCRC3AE算法受初始点的影响导致不收
敛或局部最优的问题#表明该算法具有较强的稳定
性( 剔除前 -1 ... 次不稳定结果#对剩余的
-1 ...次计算结果进行后验统计分析#见表 -(
!!由表 - 可知#基于拉丁超立方抽样的多链
/’4JCRC3AE算法得出的 , 个待估参数 U+V.+b.+8.
的均值与真值的误差分别为 ,]6<h+ .]*+h+
.]61h+.].+h#中值误差分别为 ,]6.h+.]*1h+
.]61h+.].<h#表明基于拉丁超立方抽样方法的
/’4JCRC3AE算法可实现计算结果的全局最优#有效
提高反演结果的准确性(
-]6]6!改进型多链 2?8/算法求解结果

多链 /’4JCRC3AE算法虽然有效提高了反演结

果的准确性#但是迭代次数需达到 -1 ... 次时才
能收敛#反演效率相对偏低#为此笔者构建基于拉
丁超立方抽样的多链 2?8/算法!设定 ,. 条链#
单链长度为 *- ..."进行参数求解( , 个参数的
反演遍历均值图见图 ,(

由图 , 可知#改进型多链 2?8/算法迭代到
+ ... 次时#, 个参数取值均基本达到稳定#与基
于拉丁超立方抽样的多链 /’4JCRC3AE算法!-1 ...
次时迭代稳定且收敛"相比#速率提高 <+h#并且
通过程序验证迭代结果不受样本初始点的影响#
表明基于拉丁超立方抽样的 2?8/方法具有较
高的反演效率及稳定性(

对于改进型多链 2?8/算法的反演结果#剔
除前 *. ... 次不稳定结果#对剩余的 - ... 次模
型参数进行后验统计分析#见表 6( 由表 6 可知#
该算法在提高反演效率的前提下#同样可保证反
演结果的准确性(

表 73基于多链 ?QPUJ]JKR‘算法的模型参数后验统计结果

0LDKQ73=J‘PQURJU‘PLPR‘PRYLKUQ‘ZKP‘JTVJ Q̂K]LULVQPQU‘DL‘Q̂ JOVZKPR<YGLRO?QPUJ]JKR‘LKSJURPGV

项目 均值 均值误差ch 中值 中值误差ch

污染源强度 UcK >1<]6+ ,]6< >17].- ,]6.
污染源坐标!V. cO -..]6< .]*+ -..]-> .]*1
污染源坐标!b. cO -..]<> .]61 -..]<> .]61

泄漏时间距离首次监测时间 8. cOA( *.>]>* .].+ *.>]>6 .].<
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表 63基于改进型多链 >$&? 算法的模型参数后验统计结果
0LDKQ63=J‘PQURJU‘PLPR‘PRYLKUQ‘ZKP‘JTVJ Q̂K]LULVQPQU‘DL‘Q̂ JORV]UJaQ̂ VZKPR<YGLRO>$&? LKSJURPGV

项目 均值 均值误差h 中值 中值误差h
污染源强度 UcK ><>]>6 6].* *.*6]+6 -]<-
污染源坐标!V. cO *>7]>> *].* *+<]77 .]>6
污染源坐标!b. cO -..]+, .],- -..]6+ .],*

泄漏时间距离首次监测时间 8. cF *.>]<. .]67 *.7]67 .]61

图 43基于改进型多链 >$&?算法的模型参数遍历均值图
(RSZUQ43+USJ R̂YVQLO]KJP‘JTVJ Q̂K]LULVQPQU‘
DL‘Q̂ JORV]UJaQ̂ VZKPR<YGLRO>$&? LKSJURPGV

63结论

!*"利用 I#$’EA#( 公式以概率语言解决突发
性地下水污染反问题#可有效获取污染源信息
!污染源强度+污染源位置和污染源排放时长"(

!-"运用经典 /’4JCRC3AE算法求解污染源信
息时#求解结果受样本初始点的影响较大#容易出
现局部最优或者难以收敛的问题#反演得到的未
知参数估计值误差较大(

!6"基于拉丁超立方抽样的 /’4JCRC3AE算法
可实现反演结果的全局最优#有效提高反演结果
的准确性#但是效率相对低下( 基于拉丁超立方
抽样的 2?8/算法在保证反演结果准确性的前
提下#可显著提高反演效率#其可靠性和稳定性均
优于经典 /’4JCRC3AE算法(
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)-1* 郑春苗#IĜ Ĝ)):2b地下水污染物迁移模拟
)/*b- 版b北京’高等教育出版社#-..>b

-V]UJaQ̂ ?ZKPR<YGLRO>$&? &KSJURPGV;L‘Q̂ JO’LPRO*M]QUYZDQ/LV]KROS
TJU-OaQU‘Q=UJDKQV‘JT#ÔQUSUJZÔ :LPQU=JKKZPRJO
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