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论电磁感应定律两种数学表述的等价性

孙 延 盼

�物理教研室

提 要

目前
，
对 电磁感应 定律两种数学表述

�通量
定 ’”， ��和 �

二 一

蹂
·

���乡斤忘补
� �

浇�︸刀日��出
一一一

等 价 与 否 一问题
，
持例外论观点者采取提 出一两个实例

，
说明 “ 通量定则

”
有例外

的方 法
，
否定两种表述的等价性

。
当然

，
也有人认为不等价的原因是两种表述中的速

度不相 同
。

持等价论观点者则就这些实例
，
提 出种种理由

， 马支倒例外论者的论点
，
来

维护等价论
。

在这篇文章中
，
我们的方法是直接应 用磁场中的高斯定理

，
求出磁感应

通量对时间 的全导数
，
将 “ 通量定则 ” 的数学形式加 以 变换

，
韭导 出一个等值性关

系式 ���它 的意义是
�

仅仅 由于导体 回路 �运动
、
变化所引起的�面磁通量的时间

变化率
，
量值上等于在

，

时刻 �，
回路�单位时间内所切 钊的磁感应线数

，
从 而 论 证

这 两种数学表述的等价性
。

然后针对这些实例
，
将双方 的论点

、

论据
，
列表对比

，

指 出分歧的发生在于所考虑的线形 回路是否前后 一致确定
。

最后
，
指 出有人利用导

数
� ��二

乡 乌

厉
��

·

�
，

证明它们等价时
，
在数学推导过程中所 出现的一些错误

。

�一�

法拉第电磁感应定律可以用公式
�

�中
来表述

，
它的意义是导体回路中感应电动势 。的大小与穿过回路磁通量的变化率 万「一成 正

比
，
负号代表感应电动势的方向

，
式中各物理量的单位已经适当选定使其比例系数为�

。

设磁感应强度为或
� ， �， �， ��如果规定�定义�通过以任意形状导体回路为周 线 的 任

意曲面�的总磁感应通量 �简称磁通量 �为

小 ·

仃示
“ �

�

则法拉第电磁感应定律就可以写成下面的等式
�

一
�
生

。 �一 一
一

�，�
�

��
· “ �

�
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这个等式有时叫
“
通量定则 ” 。

式中
。表示感应电动势的总值

，

农是曲面
�上的面积元

，

它的方向与该点处�的法线方向相同
。

在这里假定命
中在积分区域内都是坐标和时 间 的 连

续可导函数
。 ，

显然 � � �式与���式是完全等价的
。

如果把基于涡旋电场和洛仑兹力的数学表达式

�即

手虱
。 ·

象
一

瞻
丁 ‘

·

��和�洛 “ �� � �

建立起来的电磁感应定律的 另一表达式写出来
，
就是 �

对于 � �

①建立 �

� � 「「口�
� � 一 �� 三止

�

�� 乡�

岛

�式要注意以下两点
�

孟
十

手
�
孔虱

�

石
� � �

� �式时物理上的 依据是
�

电动势的定义以及假设了产生感应电动势的根源有

二
�

一是�本身变化而激发涡旋电场
，
二是因运动 电荷受到洛仑兹力的作用等， 对���式右

奢 各项的物理解释
�

第一项是因激发涡旋电场而产生的感生电动势
，
第二项就是因导线�切

割磁感应线而产生的动生电动势
�

②倘若第一项为零，
单就第二项来考虑导线�可以是闭合的

，
也可以是不闭合的

，
亏为

�上 线 元应的速度
，
�的运动形式没有限制

，
一般地说

，

右不同速度也不相同
�

所谓电磁感应定律的两种数学表述的等价性
，
就是指 “ 通量定则刀 ���式与�� �式是否

等价的问题 ‘
哒是 目前人们热烈讨论的

，
也正是本文所要论述的问题

。

为了准确显明地比较
、

判断以上两种表达式是否等价
，
有必要将���式的数学形式加 以

变换
。

既然
，
根据实验回路中感应电动势产生于磁通量的变化

，
而通过任意曲面�磁通量的变

化产生的原因不外两个方面
�

一方面由于昧身的变化
，
另一方面由于 曲面�的周线��相 当

于导体回路�的运动
、

变化
，
那么

，
倘若 能分 别算出其磁通量的增量

，
然后将二者迭加便可

得 到磁通量的总增量
。

设�不变
，
则仅仅由于穿随时间，的变化

，
在时间�呐磁通量的增量为

�

�
�。 二

���鲁
·

孟�
��

�

� � �

再设�不变
，
而仅仅�运动

、

变 化
，
并设�面在经过时间��后的位置和大小为 �

，
如 图 �

所示
，
则通过�面的磁通量的增量

，
显然是

�

��， �

��
�

�

�一��
�

。
�·

� � �

以�表示�面的周线
，
在��时间内

，
这一周线�由于本身的位移和变形而扫过一曲面艺

，

这个
面 和�及�

，
面组成一闭合曲面

。

设穿为�和�
，
面上的法线方向

，
取在相同的一侧

，
若对�

，
面

、

来说是外法线
，
对�面来说则 为内法线， 对于艺面也取外法线

。

于是对这个闭合曲面应用磁

场中的高斯定理
�

婀
·

鑫一
�
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则得 �
�
�
�

·
��一

��
�

。 ‘ � �
��官

·

疙
� 。

�� �
� 艺

式中第二项积分前面的负号来源于 �面的法线为

内法线
。

显然
， 艺面上的面积元�叉的两邻边为曲线�上的

�二、 �

二、 �止‘ �止、

一线元��及���
，
而�为线元��的速度

。
这里的 讨论

都是相对于某一静止坐标系而言
，
例如相对于产生磁

场的磁铁或载流线圈静止的坐标系
。
一般说

，
不同的线

元 有 不同的速度
，

运动形式没有限制
，
�‘

，
�和�艺的方

向间的关系如图�所 示
，
�的回转方向必须选 取得与

�的法线方向 �成右手螺旋关系
。

所以�艺 � �������

将此式代入���式
，
并考虑到���式

，
则得

��中 一

��
� ��

。
�卜丁�

��
。
��

霜�
盯月艺

石、 �、

�‘ “ ��，
��汀日

︸艺

�二‘

�

石盏 石、

再应用矢量混合积公式
� ·

��� � � 二言
一、 ‘ 卜

·

����
’
沪��� � ��手

�
�� 又 � �

·

�

�� � � �
，

、 、

��
山�
�����

产��‘���

艺

代入����式
，
得

妙
二 一 ��

州
·

����应
�

将���式和����式旧如冼导可 两种变化同时存在时磁通量的总增量
�

�
���· �

�。 二

���操
·

��
�卜 ��

步�、
·

盲�
·

石
� �

于是磁通量的时间变化率为
�

瓢孰旅膝
·

孟
一

手
� � �

�、 �之、

�� � ��
·

‘ 、

��

将���式代入���式
，
则 “ 通量定则

”
的数学形式就
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变成为 息手
�
叙矶

·

右
�

�� �

很明显
，
���式与 ���式是等价的

。

如果能证明 ���式与 ���式等价
，
那么 ���

式与 ���式也就是等价的了
。 、

在讨论它们等价与否之前
，
先对 ���式说明以下三点

�

①推导中物理上的依据为法拉第电磁感应定律 ，
磁场中的高斯定理以及磁通 量 的定义

等
， 右 端 两项的物理解释

�

第一项表示由于磁场叙身随时间�变化而曲面�不变时
，
通 过

�磁通量的时间变化率
，
第二项表示宜不变

，
仅仅因周线� �或回路� �运动

、

变 化 所引起

�面 的磁通量的时间变化率
。

②由于�是�的周线 ，
所以�必须是闭合线

，

森示线元 �土的速度
，
一般地

，
不 同 的线

元
，
速度不同

，
运动形式没有限制

。

③从推导过程可 以看出，
���式右端竿二项表示的是仅仅由于周线�运动

、

变 化 所 引

起的通过�面的磁通量的时间
、

变化率
，
而它在量值上就等于在由 �到�十 ��时间内通过叉 面的

磁通最 �式�� �的 寸间变化率
。

再从习面沟主戎过程来看
，
通过艺面的全部磁感应 线 都

’

必

然地被运动
、

变化中的曲面�的周线�在时间��内所切割
，
所以它恰好就是在时刻�

，
周线 � 在

单位时间内所切割的磁感应线数
。 ，

进一步分析可以看到
，
这个等值性关系是一个普遍成 立的

必然关系
，
不是一个偶然存在的关系

。

不难理解这和自然界磁感应线都是闭合线有
一

关
，
也就

是和自然界不存在磁单极有关
，
不然这个等值性关系是不成立亡饥 为了使这个等值性关系 更

元明确
，
用一个等式把它表示出来

，
则得

�

仅由导体回路�运动
、

变化所引

�起的
�而磁通

一

鼠的时间变化率

�在时巍
一

瘾袜益几让
一

�
� � 、

二二二二 一
� � � � � � � 、 ‘ � � 、 � 、 �

一
，� 、 ，

奋 弋 � �

�竺
�
里竺�圣燮竺竺星��兰竺兰�

这一等值性关系 �� �对于讨论 �� �
、
�� �两式的等价性很有用

，
因为根据上面这个等

值性关不
，
这两个量在计算感应电动势时可以互相代换

，
实质上它们本是一回事

，
也就是说

���
、
���两公式右端第二项从数学形式上看相等是必然的

。

现在讨论电磁感应定律两种表达式时等价性
�

如呆把�。 �式和 �左�式对比分析
，
便可 以看出

，
虽然导出它们的依据和右端各项 的物理

解释都有很大的差别
，
一个是宏观的实验规律

，
另一个揭露了感应电动势的微观术质

，
但在

数学形式上几乎没有区别
。

如果两式相对应的物理量也都两两相同
，
则两式等价不言自明

。

但是对于同一 电磁感应现象
，
两式相对应的物理量是否完全相同呢� 这里有两 个问题需要讨

论
�

第一
、

两式中的速度�是否完全相同�

有人认为 ���式中�为滋的速度
，
而在 ���式中嵌能是回路整休的平动速度 � 另仃

人认为 ���式中犷友有限制
，
而在 ���式中

，

斌必须是常矢
，
即运动形式有限制

� 也有人

认为 ���式中的亏为导体运动的速度
，
在 ���式中云旨回路的运动速度等

，
尝

、

之二式速度

不尽相同
。

果真如此
，
则二式显然不等价

，
甚至也可以说 ���式优于 ���式

。

虽然这些看

法不是一点道理也没有
，
但有些例证说明

，
事实枪非如此

，
理论上也没有必要加上这些限制

。

所 以本文认为对于同一 电磁感应现象
，
两式中的速度完全相同

，
运动形式没有限制

，
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第二
、

两式中的�是否必须闭合�

前面曾说过
，
当两式中第一项为零

，
只考虑第二项时

，
贝峥在 ���式中�可以闭合

， 一

也可

以不闭合
，
但在 ���式中�

�

必须是闭合的
。

由此可见
， ‘

已们的适用范围不同
，
���式适用

于闭合回路和非闭合回路
，
而 � � �式则仅仅适用于闭合回路

，
在这个适用范国的意义 上它们

是不等价的
，
从而

“
通量定则

” �� �式与 �� �式也是不等价的
。

但是如果把�限制在闭

合曲线范围之内
，
联系 � � �式考虑

，
则 � � �

、
� � �两式完全相同 �盯麦克斯咸

“
涡旋

电场的假设
”
可知两式第一项相等， 由 “ 等值性关系 �工 �” 可知两式第二项相等 �

，
�习此

对 于同一问题应用这两个公式分别计算感应电动势必能得到相同的结果
，
所以在这个�闭合

范围内它们确切是等价的
。

当然
，
如果在�不闭合范围内把运动时不闭合导体理解成某一适

当选取的闭合回路的运动部分
，
此回路中不含此导体的部分

，
应选得其感应电动势为零

， 、

则

根据关系 �� �可知
，
分别应用 �� �

、

�� �两式也必然可以得到相同的计算结果
，
从而

可 以导出在计算感应电动势时
，
它们的适用范围完全一样的结论

。

根据以上讨论可以断定
�
� � �式和 � � �式是完全等价的

。

于是 “ 通量定则
” � � �式

札 �� �式也是完全等价的了
。

这就是本文对电磁感应定律的两种数学表述等价性的结论
。

�二 �

根 据以上的讨论
一

可以�����断
，
下面的一些实例不是

“
通量定则

”
的例外

，
可能是解决义际

问题时 思想上的棍乱
。

为了避免思想上的无谓混乱
，
辨明它们是否为

“
通里定贝�’’ 的例外

，
先

在 方法 上明确下面的约定
�

� � �只有针对同一问题
，
分别应用 �� �

、
� � �或 �� �两个公式

，

才好分辨它们等

价 与 否
。

所谓同一问题
，
具体地说

，
就是指同一 电磁感应现象

，
同一磁场�

，
同一曲面�

，

同一周线�做同一形式的运动
、 ’

变化
，
相对应的线元��时速度�相等

。

既然�一定 是运动
、

变

化中的曲面�的周界线
，
所以它必然是闭合的

，
这一关系在�和�运动

、

变化过程中必须始终

满足
。

由于在 实际问题中
，
导体回路扰 相当于曲面�的周界线�

，
所以积分回路应尽可能是

线形的
，
这样其计算

‘

结果才能唯一确定
，
才好比较它们给出的结果是否一致

。

���在分析
、

解决问题时特别须要考虑 � � �
、

� � �两公式中
，
回路的运动

、

变化是

否一致及第一项和第二项是否对应相等
。

同意了上面的约定
，
再把对这些实例爵不同看法

，
列成一个表

，
通过对照

、

分析
、
判别

正误
，
可 以看到例外论者根据对某一�’��题计算结果的不同 ，

否 定 �� �
、
� � �或 � � �

两公式的等价性
。

等价论者则认为这两个公式在计算同一 电磁感应现象的感应 电动势时
，
所

得的结果是一致的
，
因此无�理由说它们不等价

，
它们是等价的

。

分歧的发生在于所考虑的线形闭合回路是否前后一致确定
。

如果应用 � � �式计算时考

虑的回路不动
，
而应用 �� �式计算时所考虑的回路运动

，
两次计算结果不一致

，
于是根据

它判定 � � �式与 � � �式不等价
，
那不是分析问题时思维上的混乱又是什么�
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�三 �

最后
，
说明一下有人利用导奶 去

�

弄
�

�认
�
�推导出

“ 通量定则
· 的表达

式 � � �的过程中可能有错误 ��为哈密顿算子 �

现将其推导步骤简述如下
�

。 二 一

器
� 一

俞��‘
·

不

�

又
公

一

浪
�

�芬
�

种

根据二重矢量积公式
�

有

一

打票一水子
·

二

际
�
几

� �

了
、

�落
�

苦�
二

寸�
一

二二�
一

若�了
�

芯�

二 、

�言
火

穿�
一

言�二
�

言��屯�二
�

言�
�

辛�二
�

补
一

�令
�

二�言

于是 ��。 屯
艺 � 一 万� �

—
�

“
二 � �
》

户
� � 一��上令�

二名�
一 二 �

�辛
、

飞��孟
�

再虑虑到 并应用斯托克斯定 理
，
则得

‘
岛

〕 �

� �

�、

�� �

�、 石、

��
、 ‘

�
� � ”�

·

鑫

山��、、��尹二知

�� �手�
� � �

�

高赵拟︸����广�����
一一一

� �

可 以看出
，
上面推导过程中有两个地方值得提出商量

�

� � �将微分算子�看成一个普通矢量合适否�

微分算子甲和普通矢量不同
，
它既有矢量性又有微分性

， 它不作用于某一函数便毫无意

义
，
因此在运算过程中

，
它既要服从微分运算规则

，也要服从矢量运算规则
。

在运蜘付应先按

微分规则运算
，

然后再按矢量运算规则调整
。

在上面的推导中
，直接按二重矢量积公式展开

，
没

有考虑算子二
微分性

，
这就错了

，
何况认

、 �

劝 不能写感�奋
�

可 以证�
，
正确的关系式是

� 、 �

�，� 、

动
一

�谊
� 、
��

一

认
，�

�
�节呢

�

�

节�
一

���
、
�芯

�

节�
�范�

。



�� �在这里
�

求导运算和积分运算的顺序无条件地任意交换 ，
可 以吗�

如果将 �� ，式稍加变换就可“ 出对干
会仃

。

家品式里边的求导运算和积 分 运算

不可无 条件地任意交 涣项序
。

果然
，
利用上式将 � � �式变换如

一

下
�

“
一

仃『
·

孟
二

仃井鑫
一

乏价 �
�
��

之

仃葵孟
一

刀� �

�
� � �
�

·
�·

斯托克斯定理 �

二

廿上知补户秘
·

勺
一

挤
二

自孟

二

必
由此 可见

，
若 �� �式成立

，

·

�� 十仃工创
二

�

神
一

�普
�

�

片 〕
�

︸日︸
�

于等不
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除非
爪认

、

�
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一

�
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力 认工孤
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，
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