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夕卜齿 轮 齿 形 系 数 分 析

冯 澄 宙

�机 械 系 �

提 要

本文是 为拟订我国国家标 准 《 渐开线 圆柱齿抢承载能力计算方法 �时 ，
甘齿形

系数进行 的分析和推导
，
并在 文中指 出齿形 系数中只考虑弯曲拉应力

，
比考虑弯曲

应拉力与压应 力 的和时要精确 而 简单
。

一
、

前
一山‘ ‘

曰

齿形系效是考虑齿轮的几何形状和齿根弯曲强度的系数
。

该系数首先是由路易 氏 ���
�

二 �� �于����年根据材料
一

力学抛物线等强度梁的概念导出来 � 自此以后
，
许多学 者提出了不

同的齿轮弯曲强度的公式
，
囚此于卜算齿形系效的公式以及确定危险断面的方法也有 很 多 形

式
。

所以这次拟订齿轮强度国家标准时
，
首先要研究采用哪一种齿形系数公式

，
怎样确定危

险断面
，
然后推导其几何关系气 列出计算机程序

，
作出线图

，
以便于使用

。
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����年
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护今
一刀具齿顶圆角半径系数

��一一过渡曲线在��
。
切线切点处的曲率半径

�一一理论齿根应力
� ，
一一压应力

�，

一一弯曲应力
二
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三
、

确定危险断面的方法

根据光弹性实验分析和有限元分析
，
齿根过渡园角部分产生很大的应力集中

，
因此在进

行齿轮弯曲强度计算时
，
应先确定危险断面的位置 � 目前世界上主要的齿轮弯曲强度公 式中

确定危险断面的方法
，
如表 � 哆 �、 ，‘ �、 ， 晰示

。

从表 �可知
，
除英美外

，
很多国家采用霍菲

性实验证明
，
当载荷作用在齿顶和最恶加载

点时
，
最大的齿根应力发生在��

“
切线的切

点附近 卜 � ， 在文献 呻 工中
，
用 有 限 元

法也证明了这一观点
。

此外
，
根据文献 〔 。 〕 可知

，
当载 荷 作

用在齿顶时
，
按 ��“

切线法计算的齿形系数

和用抛物线法确定危险断面位置时很接近
。

所以在拟订国标时
，
采用霍菲的 ��

。
切

线法
，
决定危险断面的位置

。

������ �的��
“
切线法

。

这是因为根据光弹

四
、

关于齿形系数公式的讨论

设齿顶受法向载荷�
。 。 ，

和轮齿对称轴

线相交于�点 �图��
，
��

。

在 � 点可分解 为

水平分力 � 。 。 ���� � 和垂直分力 ��
。
��� � �。

水平分力在齿根危险断面上产生弯曲应力 。 货

和剪应力
�
为
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外齿轮齿形系数的几何关系

一般外齿轮用齿条刀加工
，
所以现就用齿条刀加工的齿抡进行分析

。

�一 �齿条刀具的 几何关系

设刀具齿顶有凸台
，
其几何尺寸如图 �

， �所示
，
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在切削变位齿轮时
，
机床节线了马齿轮分度园相切

， ��这时线与刀具中线相 距 �� ，
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�二 �齿条刀尖园角中心�点的运动轨迹
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，
设外齿轮的变位系数为�

，
外齿轮作逆时针转动

，
刀具园角中心由�点

逐渐移到�
工

点
， �点的轨迹为延伸渐开线 �图 � �

设图�中刀尖园角中
，

合�点正好在��线上
。

若外齿轮固定不动
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知
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被加工轮齿的对称线与�轴的夹角为丫

，
齿槽的对称线为��

‘ ， 由图�

可知
�

、一一了

��
、

一翻� 、 ���

��
， 一 �

，

�
‘

�
。
�� 乙

对照图 �可知
，

、、 �曰�

�
’

�， � �所以

丫 二玉些竺卫
� 二二鱼��里

�
。
�� 艺 �

����

这时石而勺斜率 �
�

为

� � � 一 ��� ���
� 一 � �

因延伸渐开线 在�
�

的斜率等于��的斜率
，
所以

����

一 �� 一 ��
� 。 十 �� � ��

�。
� ����

， � ��，。 。 ��� � ������

今 辛

�� 一 ��
�。 � �� � ��

�。

� ������ ��������一 ������

二 � �八竹﹄

一一
八��一�

‘
��
‘

�

将上式整理后可得
朱 今

� ��
，����，一 � � �一� �一 ��

�。 � �� � ��
� 。
�����一 �

来

一 ��
�。
�� � � �

辛

��� � ��
。 �

����

�
�

与 �
的关系也可用下法求得 �’ �

设在切削啮合中某瞬时的节点�
产，
刀尖园角中心�位于�

‘
点

，
如图 �所示

。

� ���
一 �

习生�上 � �� �
一 �

�
。

�� �� �
。

���

�
� 。 一 �� 一 �

。 。 � ��� 一 � 一雨一
一 � 一 一石

�

—
’

�
�，，一 � 一 �

。 。

�了��
� ，�

户

设图 �中
，
�是霍菲��

。
切线的切点

，
这时�点位于�

，
点

，

卤天沪
，
是延伸渐开线的法线

而齿根过渡曲线是�点轨迹的等距曲线
，
因

、

此入不同时是过渡曲线和渐开线的 公法线
，
所

以�
�
点一定在线�不 上

·
延长民兀�云交轮齿中心线干�点

，
则乙�

��� �

号
，
在么��

帕中
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小
� “

川
��� 一

子
当刀具切削到�点时

，

����和 ����得

一 丫 一 �� ����

�二 ��
，
小� 小

，，
则由式

����
工

一 ，一 。 ，

、 �
、 � �

�
。
���

���� �
��
一 � 一 �

��

式����和�����是关于��的超越方程式
，
�

，
可用数值

计算法解得
� 但在求解时

，
应注意到

�

当丁五几 五��一
��一�

�。

为正时
，
刀尖园角中心 �

点的轨迹为延伸渐开线
，
如图 � � 所示

，
这时�角为

正值 ��角自�轴开始顺时针为正
，
逆时针为负 �

。

当顶仄
� ���一

��一��
。

为负时
，
刀尖园角中心�

点的轨迹为缩短渐开线
，
如图 ��所示

，
这时 �角为

负值
。

�四 �危险断面的宽度�
�

山 ，， ，

一
��� �， � �二产行 �� 。 八 。

田 诊�住
曰��翎�一石

� ‘ 寸与 � 几���� �

乙

即 �� 二训 ���

而 �� 二 �，�一 ��� � 一 �，

在△����中根据正弦定律

��� ���

丽石万不石万
二 舀丽了

有刃找

万通贫毛

叮卜
声 里时

一

�

图书
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歹不
一 。补巨

旦爪里塑卫
�
二 旦��丝竺二里士鱼立

、� � 侧 �

在△ �，�、�
、
中根据正弦定律

�
�� � 二

兀
��� ��

百
�

� ��
�

汽一����

一 小
� �

��� � � �
。 。 一 �� 一 �

。 。

�乙一
贝�

�，� �� �

厂
�

旦仁
� �

、
�� � � � 十

一

丫 � ��了

二 � �三亘吞号，
�

。 。 一 �� 一 �
二 。

�
� �

·‘·
�令

� 丫� ” �

�

������ �� ��，
�一

训 万一 ��
。 。 一 �� 一 �

� 。
�

�‘·
�借

一 � � � ” �
�

一 训 ��
。 。

卫旦 � ���� �丫 � 。 � �

卜
�

寮

侧落
一

、

��
� 。 一 � 一 �

� 。
�

�‘�
�令

一 � �� ” �
�

一 训 ��
。 。 牵

��

�五 �载荷角盯
图 �中的

� 、 �。 、
��分别表示外齿轮的分度圆

、

齿项圆和基圆半径� 过�点作渐开线与基

圆相交于�
，
点

，
则由图中几何关系得 �’ 〕

图 �

�� 二 小一 日一 入 �� �

而 小“

日�

丫资劣灿
‘

� 万一云
�

凡
一 王一 丁

� 心 飞— � 一 �
， � �� ，

、 �一

�

�
�’ ��

��

、 ，
一�

��
�

�
�

�� �
一

万
一
� ����� � �

�

二 巫旦吐 全三土些竺
�
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久� ��� 、。

将以上关系代入式 �� �
，
得

� � �

了 �
�” 一、

� �

� �� ，
�

� 卫
竺

巨匹士�圣全旦旦�一 �
� � �

�

����

�六 �危险断面力臂�
�

一一

一

月‘�

�一

一
一一

图 小中

由图 �

��

��

‘ 丁百
二 �

刃丁�一
�

刃硬
‘

一

万�

���仪 �

习������

����� �

在图 � 的△���
��

��二小
�

巾根据正弦定律

二 �一��
’

������
“

�� 二
����
一

�

一 ���

训 �

�� 一 �������
“ 二

�一 匹一
一 一 � 一 。 ，

、
� 乙

一
�

����� ��� �� � �
。 。 一 � � 一 �

。 。

� 又 训 � ���� ‘
�

里三
�

� �

� 丫� ” �

�
�

� �

�

将以上关系代入式 ���
，
经整理后得

五�

�

之����
一 �
��

�����
�

�
，
��

今

�
二 。

帝

一 � 一 �
� � � 卫竺二

�

����

����良 �
���� � �� �

�

�
·

一
。���、

、

�七 ���
“

切线切点处的齿根圆角半径��

刀尖圆角中心轨迹的曲率半径�是

� � � ��

、 “
�

�

�

�一
� �

�一�
一一�

��一衍
式中 � 二

��

� “ �交
一

由式 �

又

� �得

��� 二 一

�子
一 �

。 。 十 二� 十 。 。 。

� 一

�程�
一 �

。 。 � �� � 。 。 。

������
���

�
����� � �����

� ��

�

���

� ����一 ����� � �����
�少
」

��一。口曰之工�口
�

��
���一一一︸

将式 � � �和 ���的关系代入式 �。 �
，

经整理后得

� �

带

〔 ��。 � 一 � 一 �
。 �

�
� � �

�

��� ’
��〕 �

�
�

米 朱 帐

� ����

���
�

�� � �
二 � 一 � 一 �

二 。
��一�

。 。 � � ��
。 。
�一 �

�

������

延伸渐开线在�
�

�图 � �的曲率半径�
人 �

为
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�曰��������������‘ ����曰����‘ 自���翻����‘ ‘ ‘ ���目

�
����二皇�目���二����‘ ������� 二 茜

二
�石白

二 二

�一
诺

一一
�

之，二‘ 二�‘ ‘ 盆���
军二二石二曰��二�曰口���曰口������

辛 帝 � �

�� � �
〔 ��。 。 一 � 一 �

。 。
�

“ � �
�

��� �
�“ 〕

，�

� �
�‘

�
� ‘ ，������������ �����������目����� �

�

一一
一

� � �

�一
�

一一
一�

� �

�
�

一�一一
�

�一
�

带 帝 带 介
���� �

���
�

��
�
�

二 。 一 � 一 �
。 。
��一 �

‘ 。 � � � �
。 �
�一 �

�

��乞“ �
工�

�

齿根过渡曲线是�点轨迹的等距曲线
，
过渡曲线在�点的曲率半径�

�
等于延 伸渐开线在

� �

点的曲率半径�人 ，
加上刀具刀尖的圆角半径�

。 。 ，
所以

�� � �� ， � �
。 �

����

�八 �齿形系数和综合齿形系效分式

载荷作用于齿顶时齿形系数�
�如式 � � �所示

，
即

�� �

�
��

�
��

�

石
�

�� �� �
上��

�

����

����、、�产。一
��‘‘、

考虑齿根过渡园角弓�起白敬应力集中等的应力修正系数�
�

为 口 �、 �‘

、、声�

一
��

�

一����一������ 二 ��
�

�� �

式中�
� �

�

����
�
��

����

�
·
����

����

����

�
。 二 ����

���
�� ����

综合齿形系数 ���为 �� �
、
�”

��� � ��’ ��

����

现就压力角� 二 ��
。 ，
齿顶高系数�

，� 二 �
� 。 ，

齿条刀盼齿顶高系数五
�� 。 � �

�

� �
，
齿条刀

的齿顶圆角半径�
。 。 “ �

�

���
，
根据以上公式用电子计算机求得的齿形系数�

�� 、

应力修正系

数的�
�
和应力综合系

气

数�
� ，

作于图 �� ��中
。

六
‘

结束语

齿根上最大的拉应力发生在��
‘

切线附近
，
并在该处用水平分力计 算 的拉应力与考虑拉

伸
、

压缩
、

剪切应力相合成的计算应力很接近
，
因此

，
建议标准中采用��

’
切线法

，
并只 考

虑水平分力的影响
，
这样不仅计算简单

，
并且可和���以及世界

�

卜许多国家的方 法 取 得 一

致
，
以便于比较

。

本文对齿形系数的有关公式作了详细的推导
，
其式形有的虽和��� 的不同

，
但计算结果

是相同的
，
本文的公式可适用于其它参数的渐开线齿形

，
可为新的齿形作出新的 齿形系 数

图和计算机程序
。
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