
���弓年 郑 州 工 学 院 学 报 第 �期

求�����关系传递闭包的矩形法
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陈国勋

提

�郑州大学数学系�

要

���盯关系的传递闭包在�����数学的理论和应用两方面均有重要作用
�

本文给出求�����关系传递闭包的

矩形法
，
它是〔工〕中所介绍的轮流做媒法的改进与简化

�

笔者首先提出并证明几个引理
，
然后给出矩形法的计算

公式
，
最后用例子说明用矩形法求传递闭包的计算量较小

�

一
、

予 备 知 识

�定义�〕 设�和�为论域
，

称笛卡尔乘积� 、 �的任一子集�为从�到�的一个���
���二

元 �关系
，
记作 三

特别地
，

〔定义�〕

�一一�� 或 � 〔 ��� 火 ��

称从�到�的一个�
� ���关系�为�中的一个�

� ��� �二元 � 关系
，
记作

� 〔 � �� � � �

设� 〔 � �� � � �
，

若 �入〔 〔�，
月

，
均有

卜� ��
，� � �入

， 件� ��， 》 入牵卜� �� ， ���入则称�
� ���关系�是具有传递性的

。

容易证明下面两个结果
�

����具有传递性的充要条件是

件� ��
夕 ��� � �卜� � �� ， ��八 卜 ���

， ���

一 � 〔 � 一 �

����具有传递性的充要条件是�卫�
乞 ，
其中�

�△� �

�
。

〔定义�〕 设 �之‘ � �� 又 � �
，

规定�
� � ��关系

��� � 尺，
��

里

��之
“
�

· � ·

…
�����△�

一 �一 �

其中 �
，△ �一

‘ 。
�之 �� “ �

，
�

，… �
，

称 ��尺 �为�
。 ���关系�的传递闭包

。

�的传递 闭包具有下列性质

������ � 卫��

���� �� �具有传递性
�

���若��
� ��关系�具有传 递 性

，
且�卫�

，
则�卫 ��� �

由此可见
， ��� �是包含 � 的

“
最小的

” ���
��传递关系

。

设�����关系 �是
�
阶�����矩阵

�
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飞门�声��
��

，，

卜︸巧一一�一

则求��� �的轮流做媒法如下
�

设� 二 谧�
�，�� ， ，

二 ，�
。

卜

令� 二 �， 以 �，
作媒

， �一对元素��， �� ，

�
�一 �一， �二

的权重�即
�。 ，
八

� ���与����的权重
�‘�进行比较

，

后
， �被改造为�‘’ �� 名

���吸‘ ’ 卜
� 。 �

将二步路

取较大者为�����的新权重 ��
��
‘ �，遍历 所 有�

�

�

以�《 ’ �作为原始 矩阵
，
令� 二 �，

以 ��

作媒
， ��

，

�
，

将二步路

��
， �� ， ��

的权重
�

·

��‘�八 ����‘ �与��』�‘ ’进行比较
，
取

������� �����’ 少八��“ ‘ ����。�‘’ �

得��
“ �二 弓

���‘��卜
二��

直至� � � ，
取

�‘��
�，

得��
�，� � ��” �卜

�‘ 一

��� �

���。 �一 ‘ �八
����

‘ 一 ‘ ��

则有

� �《。 〕

�
。 �，�一 ‘ ，… … ��

·

��

二
、

几 个 引 理

〔引理 �」设�是�阶���
��矩阵

。
若以轮流做媒法求��� �

时必有
������� �����一 “ ��� �

，�，… ， ��

������� �����一 ‘ � ��二 �
，
�

，… ， ��

证明
�

依照轮流作媒法
，
当�

、
作媒时有

�、����� ���、��
一 ’ �八�、 ���一 ‘ �����、��一 ‘ �

· · ·

… …��
�

��

李
�����一 “ “ ��、���

一 ’ �八
�、 ���一 ” �� �����一 ‘ �

’ �’
�，、 ��一 ‘ �八�

�����一 ‘ ��簇
� ��，�一 ‘ �

… ��、 ���一 ‘ �八
��
产

一 ’ ����、 �悦�一 ’ �� �‘」��一 ‘ �

即�、���，二 �、���一 ‘ � ��� �
，
�，… ， ��

同理可证
�‘����� �

·

���一 ‘ ’ ��� �
，
�，… ，��

〔引理��设�是 �阶���
��矩阵

，
以轮流作媒法去求 ����时

，

，
则 以�� ��《 �簇 � �作媒

若以��作媒
，
则 当

�
日

“ 一 ‘
�� 。

��喊�《 ��时
，
有

������� �����一 ‘ ， ��� �
，
�，… ， ��， 当

��、��一 ‘ ’ � � ��《 �《 ��时
，
有

��』���� �‘���一 ‘ ’

��二 �
，�

，… ，��

证明� 由��
、
��

���叹��二 �� 、�七一 ‘ �八
�，，��一 ‘ ����。一��一 ‘ ’
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若对某个���《 �《 ��， 有
�、 ，��一 ’ �二 �， 则

�‘����� ��
����一 ‘ �八。 ����，��一 ‘ �

二 �������一 ��

� ��、��一 ‘ � ��� �
，
�

， … ，��

同样
，
若对某个�����《 �� ，

有
�����一 ‘

�� �， 则

�
�

����� ��八
�

·

���一 ‘ ��������一 ‘ �

� ����』��一 ��

� �����一 ‘ � ��� �
，
�，… ， ��

〔引理�〕

也是自反的�

设�是
�阶���

��矩阵
，
在求����的轮流作媒算法中

，
若�是自反的

，
则��幻

若�是对称的
，
则�� ” 也是对称的�� � �

，
�

，… ，

动

证明
�

设�自反
、

对称
，

。 ��，� �， �。玉二 ��� ��
，
�� �

，�，… ，��

由��
�

��

����‘�� ��让��
一 ’ �八

�����一 ’ ����。���一 ‘ �

令� 二 �， 牵
����，�二 ��

�，
八� �������

� �‘血� �

����‘ �二 ��，�八� �������

� ��，�八
� �����，�

� ���川

即��
‘ �自反

、

对称
。

白口，

假定��
‘ 一 ‘ �自反

、

对称
，
二

��，�‘ 一 ‘ �� �， �
·

、�，一 ’ �� ����‘ 一 ‘ � ��
，
�� �

，
�

，… ， ��

�戈�

���
‘�‘ 一 ‘ �八����，一 ‘ �����，�‘ 一 ‘ �

��‘�‘ 一 � 二 �

���
��‘ 一 ‘ �八����，一 ’ �������‘ 一 ‘ �

���
��，一 ‘ �八

����，一 ’ ����，��‘ 一 ‘ �

����
，�

�，��在��
�

�� 中令� 二

������

��，�一��

即��，�也自反
、

对称
。

综上
，
犷���

� �
，
�，… ， ��

，
����自反

、

对称
。

�推论 �〕

〔推论幻

若�是相似矩阵
，

若�是相似矩阵
，

�证毕�

则 ����也是相似矩阵
。

则用轮流作媒法求� ���的计算公式为

一 � � �

������二

�

�，
·

�、��一 ‘ ��
�
· ，��“ 一 “ ��

，·

�、�‘ 一 ’ �

������
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�� 二 �，�
，

… ，�

三
、

矩形法的计算公式

根据以上引理
，
我们可 以用下边的所谓矩形法求���

��关系�的传递闭包����
。

设�� �
���卜

。 。 是�阶�
� ���矩阵

，
对于任意指定的���《 �《 �� ，

以第�行的任一非零

元素��」��头��与第�列的任一非零元素
�����笋��的连线为对角线作矩形�如下图所示�

，
对 位

于该矩形顶点处的四个元素
，
仅对其 中的�通�作如下修改

�

… ���

���

困
�

� �
·

�
�“ ” ” ��“

�

几�…

�压�

�
�几��几、、

���， � ��
�，
八

�、�����
二

· · ·

… …

���

��
、
��

即把 �‘�修改为
�
��’ ，

其余三个元素不变�见引理 ��
。

依�二 �
，
�，… ，�之顾序 按上法操作

，
其 结

果就是所求的传递闭包����
。

公式 ��
、
��与公式��

、

��在形式上是一样的
，
但是

，
由于这里利用了引理 中所得 到 的 结

果
，
并且采取了表上作业法

，
因此使计算传递闭包的工作量明显地减少

。

�例�〕 设

�
�

� �

� �
。

�
。

� �

�

�
一勺八曰�

﹄﹃
�了��

万
�、、

一一�一

求����

我们使用矩形法
。

当�� �时
，
显然

，
没有一条连线

，
因而所有元素都不必修改

。

当�二 �时
，
只有两条连线

�

����� �

�
�

�

�
�

� �
�︸八��

口���几、

依矩形法计算公式��
、

��
，
只需把元素

�，� “ �修改为
� ��产 � ��

�

�八。 �

���。 ， � �
。
�把 元

素
��� � �修改为

���产 � ��
�

�八�
�

����� �
�

�， 于是得到
、、��夕口���了��曰今翻

�

� �
�

� �
。

� �

�
�

� �

���泣�才了了、、

当�� �时
一

，
也只有两条连线

�
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龟、、����，曰，自，口� �
�

� �
�

� �
、

�

���

�
。

月�户犷奋�
�
�、、

依公式��
、
��， 只需把元素 ��� “ �

�

�修改为
�，� ’

际上
���不变�� 把元素

�� � 二 �修改为
�� � ‘ 二 ��

�

�八�
�

����� �
�

�

��
·

�八�
·

����
·

�� �
·

��实

�，
于是得

�

� �
�

� �
�

�

�
�

� �
�

�

�
�

� �
。

��
��厅�

�

�产
��

一一�一

此例若用轮流作媒法计算
，
要使用迭代公式��

、
����次

，
可是

，
用矩形法计算

，
实际

�

上

只使用迭代公式�次
。

如果华
相似矩阵

，
并且在用矩形法计算 ‘�髻时注 意利用 〔弓�理 ” 〕 的结果 ，

则计 算 量

的减小就更加显著
。

�例�〕 设
、��

��口
�����

�甘� �

�
·

��

�

�
�

�

一�

戒
�
�

�︸

�

了����、、

求����
。

由于�是相似矩阵
，
根据 〔引理�」的推论 ， ����也一定是相似矩阵

，
因此

，
只 需计算出

����的主对角线以上的元素
。

我们仍用矩形法
。

当�二 �时
，

当�二 �时
�

�

��

显然不需要作任何修改
。

只有一条连线
�

、
� 、 � 一 �

�� ， 卜 才己兀系
� �昌

“ ‘ “

�
� �

� �修改为
�

�︷
�

�
︸

八�

了

�
��、、

� ��� � ��
�

�八�
�

����� �
�

�

得

�
�

� �
�

�

�
�

�

�
�

� �
�勺��

曰‘土

�
���

���气�叮了、、

当�� �时
，
也只有一条连线

�

把元素
�，� � �

�

�修改为

、、、�产����了��八�

�
飞止
���

�
�

尸勺几�
��工�

︸“︸��

���

‘��

�
��
�

‘�������、

� ��尸 � ��
。
�八�

�

����
。
�� �

�

�

�实际上
，一 ��
不变�

故有
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�
�

� �
�

��

�
�了了

八�
�刁�上

八�

� � �

�︶�
︸

���了���、

一一��一

在这个例子中
，
我们把使用迭 代公式的次数 由��次减少到�次

。

一搬地
，
当�是

�
阶�

�
���矩阵时

，
用矩形法求传递 闭包 ����使用迭代公式的次数比用

轮流作媒法求����使用迭代公式的次数至少减少��
� 一

���次 � 当�是相以矩阵时
，
至少减少

������ 全 ，
�� 一 ��次

。

着 �的阶数 �的增加
，

比如
，
当

� 二 �时
，
前者至少减少��次 �

工作量的减小就愈来愈显著
。

后者至 少减少 ���次
。

显 然
夕

随
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