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钢筋混凝土连续梁和框架的非线性计算

黄 振 国

�结构理论研究室�

�� 提 要
、

本文提出一种考虑钢筋混凝土材料非线性性质的连续梁和框架实用计算方法
。
该方法从模式化的�一中

、

�一�关系出戈 借助能量原理导出了考虑材料非线性性质的钢筋混凝土超静定结构的内力和变形计算方程
。

根据导出的方程可以分析结构受力全过程
，
给出工作阶段内力与变形及极限承载力

，
破坏瞬间各塑性铰转角

与结构线位移
。
理论计算与实验结果符合较娇 该方法计算简便

，
不需反复迭代

，
可用手算也可采用电算

。

一
。

月�� 吕

目前我们设计钢筋混凝土超定静结构时
，
按照理想弹性体来计算内力

，
而截面配筋是按

考虑材料塑性性质的极限状态来进行设计的
，
它们互不相协调

，
即内力计算和截面强度设计

对结构材料性质的基本假定是互相矛盾的
。

我们知道钢筋混凝土并非理想弹性材料
， 当荷载

较小时
，
钢筋混凝土超静定结构的内力分布大致接近弹性计算结果

，
当荷载逐渐增大时

，
由

于混凝土应力应变关系的非线性
，
拉区混凝土开裂

，
钢筋与混凝土之间粘着力的破坏

， 以及

钢筋屈服等因素先后出现
，
结构内力分布便随之改变

，
这种现象称为内力重分布

。

因之
，
无

论在工作阶段或极限状态时
，
钢筋混凝土框架的内力和按理想弹性体求得的内力都不一致

。

如何求得考虑材料塑性性质的钢筋混凝土框架工作阶段和极限状态的实际内力和变形
，
一直

是各国学者关注的问题
。

早在����年德国钢筋混凝土学会的一个研究报告中
，
就指出钢筋混

凝土两端固定梁的内力重分布现象
。
��至��年代苏联学者克雷洛夫 ��

�

�
�

��。 二�� ��
’ 〕�“ �、

库兹米切夫 ��
�

�
。
����� 。 、 �。 ����作了大量试验研究工作

。

��年代倍克 ��
�

�
。
������ �

�‘ �把钢结构塑性饺概念 引进钢筋混凝土结构的弹塑性计算中， 验算各塑性饺转角
，
使不超

过极限转角
。

关于工作阶段内力和变形计算
，
格握兹捷夫 ��

�

�
�

��
���曲 ��

“ �曾提出 用 逐

步近似法来计算钢筋混凝土超静定结构内力
。
首先按弹性体求得内力分布

，
再把结构分为若

干小段
，
取每段中平均弹性弯矩按莫拉谢夫 ��

�

�
�

����二�� �刚度公式确定该段刚度
。
由

新的变刚度结构再次计算内力
，
反复计算若干次

，
直到满意为止

。

克雷洛夫建议同号弯矩区

取相同的最小刚度来计算变形
。

这些建议已定入苏联����年
“
钢筋混凝土超静定结构考虑塑

性内力重分布计算规程
”
中

。

电子计算机的出现和应用
，
使钢筋混凝土超静定结构的弹塑性分析取得较大进展

。

一些

国内外学者�，�����。 」从钢筋及混凝土应力应变关系出发
，
把框架杆件分成很多小单元

，
在弹性

分析基础上不断修改单元刚度和结构刚度矩阵的逐次逼近法
。

用这种方法编出电算程序对钢

筋混凝土框架进行全过程分析
。

这种方法虽能较好地反映考虑材料弹塑性性质的受力过程
，

但计算相当繁锁
，
即便使用计算机来计算也颇费机时

，
显然不是一种实用的设计方法

。

本文
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从满足工程精度要求出发
，
通过实验及理论分析给出模式化的�一小

、
�一

。
关系曲线

，
在此

基础上由能量原理导出了钢筋混凝土框架受力全过程非线分析的理论公式
。

二
、

计 算 模 型

�
�

基本假定

���在受力过程中截面变形符合平截面假定
。

���剪切应变很小
，
可以忽略不计

。

���钢筋应力应变关系如图��示
。

当 一 。 ，《 。 ‘ 《 。 �时
， ��� 。 �·

�
�

当�
。 �
��

。 ，时
， � ‘ � �

�

�

匕

���

���

���混凝土应力应变关系如图 �� �示
。

当。 《 。 、
�

。 。 时
，

� 、 二 �
� 〔�压 一 �弓互 �

‘」 ���
�� ��

枷筋八 。 厅里是取 。，浪饭 � 应刀八艾夜么 当 。 。� 。 、《 �、时

图 工 � 、 � �
。

���

式中
� 。
为最大应力时应变值

，
由实验取 。 。 二 �

�

���

“ 。

为棍凝土极限应变
， 、取 �。 � �

�

�����‘ ’ �

�
。

弯矩和曲率试验曲线 ��一小关系曲线 �

为了研究�一小关系及内力重分布过程本文作者曾作了四根钢筋混凝土连续梁和一 根 简

支梁试验 〔��。 其中梁 �
、

梁 �为三跨连续梁
，
在两边跨中点对称加荷

，
中间跨为纯弯段

，
以

便于量测曲率
。

采用三跨超静梁的优点还在于形成第一个塑性饺后 �如中间支座 �结构并未

表 �

称杯截
�

刃
扣』三�

日
�

〔 献
�

助

‘

…红黔 口口口
未��一山

其二几 �中刀
，

刃�

耻
�

…红可
“

�
牛��一

一
卞引生衬习活派

”
如 们 � 抖公

一

十

变成机构立即破坏
，
还能继续加荷

，
可侧得�一小曲线的水平段和下降段

。

梁的尺寸如表一
。

材料性能指标
。

混凝土
�
梁 � ���� ���

�

������
么 、

�、�� �
�

�� ��“ �‘�
��

�，

梁 ���二 ��������
， 、

�、�� �
�

�� ��“ ���
�� �。

钢筋
�

小�
�

��时
，
�一�� ���������

� 、
�护”

�
。
��、 ������

�� “ � 小�
�

��时
， �

���� �������
�� �， �

��� �
。
��� ��������

名， 中��
。
��时

，



第�期 黄振国
� 钢筋混凝土连续梁和框架的非线性计算

�
��二 �������

�� �， �
，�二 �

�

��又 ��已���
�� �。

试验 时
，
中间跨的曲率值采用杠杆应变仪

，
倾角仪和曲率仪三种不同仪表同时量测

，
以

便互相比较
，
保证结果的可靠性

。
�和�支座放置反力计

，
直接测得反力

，
由平衡条件可求得

各截面弯矩值
。

梁 �的�一小试验曲线如图�
。
�
�

�
�

�。 ��等 ‘、 。 �偏心受压柱的试验�二币曲线如图�
。

�

川卜
，�

���

�
一 � � �

竺
�

一 块拱夭刃�一�、
声爹沂

个�水�碍吃

曲 季月玉

弘自向诀

卜�

毛
言一布一布一万一一一石

� �

一
�布—币

�砰�
—丙一一下布一一箱产一不布一一下布一一万�一一

资贾 巴 〔 从 日
一

宁自，唁

一一

一
‘

一�翻�
�侣吕乌�

面面面� 一�口 �目� �，矛

日 ， 叭 ，哥 ‘、 ， �

� 月白刁

自勿申 �么凡声，�

” 一

中 跳 吸

由图�可看到
� �一中关系实验 曲线

，

在裂缝形成前
，
接近直线 ， 裂缝形成后发

生转折为一凸曲线 � 当弯矩值接近截面极

限弯矩时
，

形成水平段 ，水平段延续到一定

程度后
，
就产生下降段

。
图�中偏压柱的�

一今 曲线
，
除没有图�中裂缝出现时的转

折外
，
其形状与图�中的�一小曲线相同

。

�
�

模式化钓�一小理论曲线

对于适筋梁�一小关系简化为二次抛物线与水平直线
，
如图�所示

。

当�《 �《 � 。
时

州 一 �

小� �� � ��
艺

曲线方程为

���

当� 二 ��时
，�

为水平直线
。

公式 ���中第一项 是钱 性 变 形 部

分
，
第二项是非线性变形部分

。

如图 �中

曲线上任一点的曲率小可认为由线性变 形

曲率小
，
和非线性变形曲率小

�之和组成
，
即

小
， � �� ， 小

，二 �� 么

小� 小
� �小

�二 �� � ��
�

式中第二项考虑了钢筋棍凝土结构的非线

性变形

待定系数�可由未开 裂 时 构 件 刚 度

卜认饰
州

弃

斗 �一
中简，七曲�气

确定

小
，� ��

� � �

�

�
�、��

� 二 �

可瓦
���
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其中�
、
为混凝土弹性模量

，
��为截面折算惯性矩

。

待定系数�
，
可由基本假定

，
根据对截面在 �

�

状态 �即屈服状态 �的应力与应变分 析求

得
。

月

多孙豁一呀色
、

补卿
像巨国 衬

一

，
四 少 匕竹

在 �
。

状态
，
纵筋拉应力达屈 服 强 度

�，，
拉应变 。 ��

辱
。
这时曲率为

乃 ‘

李一上
�

衬

�习�

应 金 应 力

全俄构 伶 在 刀
。
戒乃的 应 门约 几龟

小
��

�‘

��一 �
���

根据截面的平衡条件
，
变形条件及物理条件来求 � 。

平衡条件
� 二 � 一 。

�
� ���� 一 �

‘
� ‘ � �

习� � � ���

了爹
，���， � �

�
�

� ‘ “ 。 一 ‘ ，

变形条件
� 。 �� 小

��

物理条件
� � � �

。 〔丝 �

��

�旦�
’」

七�
���

将 �� �式代入 ���式
，

��� 勺
�� �� 一 �

再将 ���式代入 �� �式
，
积分后得

��
“ 一

�‘

�� ��� 一 � �
牟〕
石

一 ���
�� � ���

由 ���式可求得� ，
代入 ���式求得饥

。

将变形条件 �。 �代入 ���，
再代入 ���式

，
可求得 �

二

状态弯矩

����卫
竺
鱼

��

￡‘

�。 一 �

，
��

，

、 气� 蕊 “
�

乃

�‘

�� 一 �
一茎兰�
���

�� �

���

�� �

���

由 ���式求得的
�代入 ���， 即求得�

�。

因为�为已知
，
将�

�

饥代入 ���式可求得 待 定

系数�
。

如梁 �跨中截面�， 由实测的尺寸及实验强度和弹性模量代入 ���式求得 � 二 �
。
��气

将�代入 ���式小
��

��

�� 一 �

����
�臼�

一� �
压

��
� �

��� 一 � �

�������
�� “

�
。
��又 ������

。
�一 �

。
�������

�� ���� ��一 “
�
��

由 ���式得�

� �
�

�
‘���

� �
。
���� ��一��

一 �� �

由 ���式求得此时弯矩�
�

�‘ 二 �
。
��� ������

��

如为相应于�
‘
时曲率 ， 将�， 小

‘ 、
�‘
代入 ���式求得�

。
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��

一
�

一
��

�

一
�

一
一

��� �小�一 ��
����

�’ � �
。
���� ��

一 ，�

则梁 �跨中截面�的�一小关系式为

小“ �
�

���� ��
一 。 � � �

�

���� ��
一 ‘ ��

，

���“ · 。
耐

� �

同理可求得��跨的�一小关系

小二 �
�

���� ��一� � �
�

��� ��
一 “ � ’

���

将 �� ����式画成曲线与试验值比较见图�
、

图�
，
由此可见理论值与实测值符合较好

。

�
。

轴力与变形关系 ��一 �关系 �

艺

��

�

� 困 � 硬� 一工 叭曲 ” 一中 一，咤月代材璐值 � 、成喻��

�’ 和一百一一节广一下苏一一节廊

图‘ 英�
�

于截面日
一
中失车。，理枕 ，于草。 、式舫 、勿

，痴
一

呱�

二

肠

‘������啥��口�咋

云“

根据图�� �， ��中钢筋及混凝 土 应

力应变关系
， �一 。关系简化为二 次 抛 物

线与水平直线
，
如图�所示

。

当�《 �《 ��时， 。 二 �� � ��
“

���

当� � ��时 为水平直线

� 式中有�
、
�两个待定系数

。

式中第一 项

����为与内力呈线性关系变形部分
。

可用

图 已 下面方法确定待定系数�
。

因�� � �

�、��

则 �� �

�、�� ����

其中“ 。
为截面折算面积 ‘ �。 二 “ �

叠
�

·
�

试验证明按一般箍筋配置量箍筋对混凝土极限变形影响不大
，

的屈服应变与素混凝土相同
。 。 二 �

�

���
。

由此可求得系数�
。

�
。
���� ��护�����

将 ����式代入则

则可认为达极限轴力�
�

时

� � ��
。
���一 ��

�、�。 ��
� “

����
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三
、

计算内力与变形的理论公式

根据基本假定及�一小
、
�一

。理论公式
，

由虚功原理可导出计算内力和变形的理论公 式
。

对�次超静定结构
，
形成由 �� � ��个塑性铰组成的破坏机构

，
认为是正规的破 坏

。

在

破坏前结构可以有 。至�个塑性铰
。 �
次超静定结构可以有

�
个自应力状态

，

令单位 自应力状态为

� ，� 、 ， �
�� �， “…���

。 ，

每个自应力状态与零荷载平衡
。

令结构实际状态 为状态
“ �

、 ” ，

单位自应力状态�
，� �， �

�� �
尸

· ·

…��

�
。

分别为状态
‘，� ” 。

利用虚功原理使状态
‘，� ”

的力

经历状态
“ � ”

的位移
，

因为自应力状态与零荷载成平衡
，

则外力虚功为零
。

写出虚功方程为
�

� �
��

兄 �
�
二」

�”�� �
了丽

，。�· � 二

�歹
�·‘一

。

� ���
兄 �

�
�
、 � �

�
·
�

� �
��

� �泊
�十 乙

�
·
�

丁丽
�
小�

· ‘ 二

�歹
���一 。

�虱
‘�· � �

�歹
二�一 。

����

式中第一项为塑性铰转动的虚功
，
第二

、

三项分别为弯矩和轴力作的虚功
， 根据基本假定忽

略剪力所作的虚功
。

将 ���及 ���式代入上式得

�丽
�
��� � ��

�
��� � 二

丁窗 ��� � �� “
��� � �

丁
‘

丽小
�� � ��

�
��� � 二

丁瓦
�

丁
�

·
��� � ��

�

��� � 二

�瓦
���

�� � �� “
��� � � ����

� �� “
��� 二 �

艺习艺�十�氏氏氏一�一�一����艺执���艺俘叫习

� 三
·
�

式中�
���… …�。 、 �

为各塑性铰转角
，
�为结构的实际内力

。

如取自应力�
、�

�……��

分别为塑

性铰�
���……�。处单位弯矩

，

则� � �
，
� ， � �

��� � … …�。
�

。 � �� “ ，
� � � �� � � � � �� �

·

…���
�

�
。 � ��。 。

�����。
为荷载在静定体系中产生的弯矩与轴力

。

公式 ����可用来求破坏瞬间各塑性铰转角
，
也可用来求使用阶段内力及塑性铰转角和

线位移
。

对于层数较少的框架
， 轴力引起的变形较小

，
可略去轴力影响

，
则式 ����简化为

扛
�

…

� �
��

兄 �
�
一
�

� ���
公 �
卜�

� �
��

乙 �
�
一
�

�” � � 二

丁丽
� ‘ �� � ��

“ ，�� � ”

‘。 � 二

丁丽
� ‘ �� � ��

�
��� 二 ”

�。 �� 二
�丽

· ‘ �� � ��
� ，�� � ”

����
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公式的应用

�
�

求破坏瞬间各塑性铰转角

在破坏瞬间除最后一个塑性铰未转动外 ��� ��，
其他铰均已形成

。

此时结构为静定结

构
，
各塑性铰处弯矩均达到极限弯矩

，
可由静力平衡条件求得内力分布

。

因此结构的�
、
�

是已知的
， �

、
�

、
�

、
�为常数与构件截面尺寸及配筋有关

，
未知量有�

���……氏， �

为�� �

��个
， 而式 ����只有

�
个方程

，
但破坏瞬间第 �� � ��个塑性铰刚刚形成

，

其转角为零
，

可减少一个未知量
。

假定某个塑性铰最后形成
，
求得的各塑性铰转角均与该截面弯矩正方向

一致时
，
为正确解

。

�
�

求破坏瞬间线的位移

取任意静定基本体系
，
在所求位移方向上加单位荷载

，
其内力图为�

�、
��

。

应 用功虚

原理
，
令结构实际状态为位移状态

，
单位荷载作用状态为力状态

， 写出虚功方程

� �
��△ 二 兄 ����� 名

�
·
�

�丽
�
��· � 二

�瓦
·��

将式 ���及 ���代入， 则得
� �
��△ � � ��仇� 乙

�
·� ��

� ��� � ��
“
��� � 习

����

�万
� ��� � �� “ ，�� �‘�’

式中�
�、

��、 �
、
�

、
�

、
�

、
�

、
�为已知

，
氏可由式 ����求得

，
则由式 ����可求得位

移
。

�
�

求使用阶段内力

� ���
如在使用阶段当塑性铰未形成时

，
因�

���… “ �

氏
， �
均等于零

，
则方程����中 乙 �动

‘ � �’
�一�

方程变为

�二 �丽
� ‘ �� �

尹�
� ，“ � �� 。

二

�丽
� ‘ �� � ��

� ，�� � 。

乙

�蔽
‘ �� � ��

� ，�� � �

���
，

�

�� � � �
�� � � … … � �

�� 。 � �
�“

�
�

狡一�

一一�中其

式 ��� �有方程
�个

，
未知量也为�个

，
解方程可求得

� �� �“ ·… �，

当结构有部分塑性铰存在时
，
求内力的方法有两种

�

���采用公式 ��� �，
如结构为�次超静定

，
有�个塑性铰形成时

，
未知的。为�个

。

因

塑性铰处弯矩为已知
，
每形成一个塑性铰减少 ”

缈
静定次数

， 则未知弯矩减为 �” 一 � �

个
，
而方程为

�
个可求得所有未知�和未知弯矩

。

���取破坏瞬间的静定体系为基本体系
夕
以各塑性铰处弯矩作为未知量

� �� �… … � 。 。

当未形成塑性铰时
，
可用式 ��了�计算

。

每形成一个塑性铰破坏一个连续条件， 式 ����中

减少一个方程
。
但此时塑性铰断面处弯矩为已知

，
未知量也少一个

，
仍可求得最后弯矩图

。
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�
�

求使用阶段变形

求使用阶段变形
，

� ���
仍可用式 ��� �计算

。

如未出现塑性铰时， 名 ���� 。 ， 则式 ����

�
一
�

变为

，约，

△ � 习

丁丽
· ‘ �� � ��

�
��� � �

�杯
· ‘ ��

� �� “
��� ����

�
。

积分表

为�计算方便
，
作出公式 ������������ ����

‘��冲的积分
�丽
���

·
��

�
���及

�双
��

·
��” “ � 。

如已知结构某段的自应力状态弯矩图�和结构实际

弯矩图形�
， 表示在图�中

。

� � �
·

广 订
�

仄 ��一弄�
乙

�

�� � ��
“
��二 二

�丽
、 ��一弃 �

， ‘
�

〔� ��寻 �� ���
�

奥 �
’
� �

‘ 肠

了、产一�
��

�

�
�

�

虱� 〔
令
�

· �

乳
�一〕

同理可求其他图形的积分列于表�中
。

表� 积分表

丁丁丽
‘�� � ” � �’ “ ��� 编号号

元元� 〔
夸
�

‘ �

枷
一 〕〕 ①①

虱虱� 〔今�
。 �

黑�
。 � 。。 ②②

丽丽� �鑫�
�

�
旦�

� � ��� 阂
���

��� �
一 一

�一
’

�
一 一 ““

�丫一一
���

①① �②② ④④
‘‘

‘ 沁 亮
�����

���
·
� 〔
今
� �

号
� ”” ⑥⑥

��� �
夕夕

⑥⑥
���� 〔 �� � ��

� 〕〕〕

�月，一日一日
一卜一卜，

�
�

���
‘���

�
﹁����刊，

﹃

��叻、

曰上‘

扮确
�

司叫���创’�’�叫

日

�‘︸一尸，，

凹一一
�

之一一

��叼��州

��…����…�
�
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⑩一。

一�

再再屯之尸尸 耐
�
矗��

· �

黔
�

’ · ，，

…⑧
’’

卜卜一杏
�

州 ，岌之习氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏
飞飞田工玛

、� 二

一
����

…、
、� �

令
�二鲁

�一，，

…
⑧⑧

��� 含 �、
一，，

…、 、
·

斌
�、

一一一一一一一一一一一
日日� 洲�����

…
’ 一

⑩⑩

··

— ” �匕碱福习卜�������������������������������������������……… ⑧ 十⑨⑨ …⑧ ���

���丽
‘�� · �� ” �·

���
编编

号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号号

丽丽
·
� 〔 ‘
合
�

·
�

号
�一，� ‘

合
���

聂
�卜，�
鲁
�

·
��，， ⑩⑩

⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩丽丽
、� 〔 ‘
令
�

·
�

是
�一�� �

合
���

号
���，�

警
�

·
���� ⑩⑩

⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩⑩

丽丽� 〔 合
‘�· � ��，�

号
‘� · ’ � � 、 ’ � �

·
��， ，， ⑩⑩

�������������������������������������������������������

⑩⑩ 十⑩⑩ ⑩⑩
����� ⑩⑩

衅衅
〔 ‘ �
铆一扮

�
�
�十 ” �
岑

一 “
群

十

瓮
�〕〕〕

���

�����疏疏疏疏疏疏疏疏疏疏疏
〔 � �
音
�一借

�十 ” �
豁迎借合生

十

锰
，，，，

产产�「「�
一一

「「「「「

砒砒
〔 ‘ �
鲁

一

书
�� ” �
岑

、
一

竖
�十穷与

，，，

〔注〕 �与�在杆件同一侧时， �取正号， 否则取负号
。 �

以下举例说明本文理论公式和积分表的应用
�

例 �
�

钢筋混凝土框架示于图��
。
已知各截面尺寸配筋相同

，
则有相同的 �， 、

人
、

求
�

极限状态时各塑性铰转角
， �点垂直位移及�点水平位移

。



����年

‘ 荷载南图 勿破环粗构

乙乙乙 ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
沪沪沪沪沪 ��、 少�一

’’

日日日日日尸尸

，，，，，

试试

���夕 ����卜

�
一一沪日

日、奋勺斤工��江

、‘‘力工‘︸臼�
����城
��

︸为

�封��

，，牟，龙商女巨田凡，

门召乡褪架

���求极限状态时各塑性铰转角
。

利用公式 ��� �写出

� �
又 �
二
�

飞。 、 � “
��

� ��� � ��
� ��� 二 � ①

丽
�。�� �
�丽

� ‘ �� � ��
‘ ，�� 一 ” ②

反
，。，� 二
�丽

· ‘ �� � �� ” �‘ �� ” ③

、“官工�口，占

�盆
�如二

�一��一�

式①利用积分表中①④项得

合
” � 一 ” � � ” · �

合
� ‘
合
�·�

鲁
��· ��

告暂
‘
粤�

，�

�
耳�

。 “ ��

�

‘
金
�，�

了、�一�
︸

�
�一��

聂
�一 �一 ，‘

号
‘
合
��

化简后得

合
“ �一 “ · � “� “ ‘

同理可得②⑧式

�

�
十 一�

� � �
�

、 ，

二， 主牲� 十
�

�
、 二 ， 、

死���
” 一 少

�十 旦�
��

��
①

�一��· 。 ��
合
“ �� � �� �

、 万

— 二�且�一
��

��� �二 � ②
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�
�

�
、 二

” ， 一 ” �甲 ‘ 、 一

万���
�甲 �二 � ⑧�

�一�

解联立方程得各�值

�

静
� 一 � ‘

� ��

轰
�·�

吴
�·”

� �
� 十 � �合

���

号
一

��”

�吕�
������

�
� 二合

” �� � ‘
轰
�

· �

暴
��

�…�、
、�
��蕊‘��，‘

如设�
�

为最后一个塑性铰 �即�
� � ��，

则

。 � � 一 � ‘
鑫
�·�

�� � �

�
、 ‘ ， 、

— 到且� 一 �

��

” � � � ‘
令
�·�

号
�� “ ，

” ‘ � � ‘
鑫
�·�

晶
�， ‘ ，

一�
一

�
�

�
、

��为负值
，
铰转动方向与断面极限弯矩方向相反

，
则计算结果不正确， 如设�

�
为最后一 个塑

性铰
， 则

� ��� �

” 名 �� � ‘
香
�·�

著
��� �

�
。 � � �

�
、 �

— �性� ，��
�

�
、 ‘ ， 、

�丁 上甲通�一
少

�

��
�一�

、

” ‘ � � ‘
合
�·十

各转角�值均为正值
，
与断面极限弯矩方向一致

，
则求得结果为正确解

。

���求�点竖向位移�
� �极限状态时 �

取任意静定基本体系
，
在�点加竖向单位力

，
作单位弯矩图� �图����

。

由方程 ����

��
�一�

�一 。一
�� ��

�

乞 �
�，。�� � ��

�。 ��� � ��
�
��� ��

�一 �

�
�

�

�
， ，

丁
� ‘ 一 万 “ 、 八�

。 �

�
��
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� �
，

�
� 二， 气

� 艺 合
��·

手
��� ’ �

合
�

� �

是
�

·“ ，� ‘ �
合
���

是
�，”�一��一�

一
�一��一�

十

�
、 二

�

�
、 ， ， 、

�。 �� � “
� 号�

�� 二�
� “
�

�
一

�

���求�点水平位移�
�。

取任意静定基本体系
， 在�点加水平单位力

，
作单位�图 �图��� �

。
由公式

·

��� �得

� 。 � ��
� � 二 �丽

�� ����� ���� ��� 二 ��
�粤�

�� 旦�
�� �

� 石 �

上面的例于说明应用式 ����
、
����来求极限状态 时的塑性铰转角和线位移

。
�有时仅

需要求线位移
，
而用公式 ��� �时

，
首先要求得各塑性铰转角

，
再求线位移

。

为了简化计算

采用最大位移定理
，
最大位移定理在文献 〔�〕 中已给出推论 。 �

最大位移定理
�

计算弹 塑 性

体系 �包括非线性 �的线位移时
，
可不考虑塑性铰转角产生的变形

，
按公式 ��� �或下式

△ � 二

�虱
‘ �� 十 �� ” �� ����

来计算
。

移
。

句 � 。

但要分别假定每个塑性铰最后形成
，
求得相应的位移△ ，

其中最大者为真正的线位

�
育巨下刃

补
， 「

未
、 一

肠
�

未

闷�，

例�
、

求上面例�中框架破坏瞬间�点

水平位移�，。 我们可以不必去求各 塑 性

铰转角
，
而分别假定�

������
‘
最后 形 成

时的静定体系
，
在�点加水平单位力作�

图 �图���
。

���假定�
�
最后形成

，

取图���
，

中单

位弯矩图
。
由式����

，

并利用积分表
，

得
�

闷一

��� 二

�丽
，� ����� ��，� ，��

， 。 ，
�

二 七
“
气 二

乃

��� 旦
�

�
��

���假定�
�

最后形成
，
取图����中单位弯矩图

。

�� � �

丁瓦
· ‘
��洲

” �· “ ，�� 二 � 、
�’人�， 十 �旦
�

， 「

万
，

�匕
�

�� “
�

���假定�
�

最后形成东 取图��众�中单位弯矩医耘

�� � �
“
�合

�一居
��� ，

���假定�
‘
最后形成

， 取图��� �中单位弯矩图
。
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�一�
��� �

�
�人�

， �

�
�� “

根据最大位移定理
，
则

�一 �� ‘
合
��� 旦�

�

与例 �计算结果相同
。

四
、

理论计算与实验比较

�
。

计算非线性内力全过程

例 � 梁 �三跨钢筋混凝土连续梁 �图此 �截面尺寸及配筋见表�
。

求得极限弯矩及截面

卜三
，

，一生竺十二左卜上
一
�当

�

升

肖气
。

系数如下
。
��� �� �

�

��又 ��“ ��
· ��

、

��� � �
�

�又 �����
� ��

、
�� � �

。
����

��
一 “
���

· ��
、
�� �� �

�

���� ��
一 ’ ‘
���

“ ·

��� 、
��� �

�

���又 ��
一 “
���

· �� “ 、

�、 � �
。
�� ��

一 ’ 毛
���

一 “ ��子
一 。

求各阶段内力
。

�， 二 �
�

��，

�� � 。 ��“

。 � �� ， � � �
。

� 二 一
�

订半斗产��
� �二 福二已哭一

�

�
，

��� �。 一
‘ 一

项舀不石。 �

由式 ����

日二 �
�
��

， 二 �
�

�

� 二 ���

二

�丽
，
��� � ��

“ ，�� � 。

�
了
��、

令

图 �之
、 卜

望�
�

利用积分表①④⑥项，
分段积分得

��、声
�

︷玩
丈
誓

�一令
�资�� ， �

� ， �

一 吮罗 、 � 甲
�

产
��一��‘ 一

韶
� ‘
半

�
� 、 。

��

林仁币飞 ��

‘
午

�· �

夸姚
�

�
� ， �

�

，�

一
、 � 下 万

�

� 妇
���夸

一

�一器风
“ ，十 � “

夸
“ 。十

��� � � �� �、�� � ����� � �� �玩一�氏飞

由平衡条件
��

��

二 �� �

�� 二

李���
�

晋
�·

一 � 。 �
二 工 �� 一 �� �

�
�� �

将式 �� �及
� ，

�代入得� 一 � 。即� 一 ��
关系式

。
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‘ ���� �日��，�一 � 〔� ‘ 一

奋
�

· � ‘�� � �日�
�，�

����� �日�
��〕 ��� � 〔� �

��
�一�‘ �”��，� � ‘

借
�

· � ���� �日�
、 ，〕 �·

� 〔�各 � �� � “
��

。 � ���
��〕 ��一

‘
合
�

·� ‘ �

�
���� ， 一 ” ���

将�
�

�
。
� 、��及日代入得

��
�

�� ��一 ’ �
��‘ � 〔� ���欠 ��一 ‘ � � � �

。
�� ��

一 “
� ��� � 〔� “

��
�

�� ��
一 “ �

� ��
�

�� ��一 ��〕 ��� � 〔�� ���

��� ��
一 ‘ 毛

�� “ �
��

。
�� ��

一 “
�〕 ��

一 〔� ‘
��

。
���� ��

一 ’ ‘
� � � ��

。
���� ��一 “

�〕 二 � �� �

式 �。 �为� 一 ��
即�一 ��

方程
，
每给定一个荷载�的数值

，
可求得�

�值
，
再由式 �� �

得��值
。

���当�� �，时
， � � �� � � �� �

。
��� �

。
��，

一 “
代入 �� �式得

�。 二 �
�
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可看到理论计算与实验值符合较好
。
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