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不 含 �一 回 路 的 极 图

刘 人 杰

�数学教研室�

、户肠勺犷梦‘卜

提 婆

本文讨论不含�一 回路的简单图���
，
� 〕 中 �� �取定值时

，

�� �的极大值与最大值问题
，
证明不含

�一回路的最大线数图的存在性与唯一性
，
相应地给出其具体的线数值表达式

，
极图理论中著名的�����定理

是本文结果的自然推论
。

定义�� � ��
， � �中 �� �� �

，
�� �� �称为 ��

， � �图
。

定义�� 若 ��
， � �不含�一回路

，
而连接 ��，、

� �中任何两个非邻接点得 到 的 �� ，

�� ��出现�一回路
，
称 ��

， � �为不含�一回路的极大线数图
，
简称极图

。

显然 ��， ��不含�一回路的极图存在
，

但不具备唯一性
，

例如
�

图�与图�都是 �� �取定值时的极图
。

定义�
�
��

， � �不含�一回路的极图中
，
线数值 �� �二 �最大者称为 ��， ��最 大 线

数图
，
简称最图

。

记为 ��
， �二。 �

定义�
�
若� 二 � �

��
�， � �

门�
�� 小

，
��

� ‘ � �
，，
��

�

�� �
�，
且�

� 。。〔 � 与 ���邻

接的顶点
��〔 � ，， ��任� �，

称 ��
， ��为�

���

二分图 �式中� � � �� ��
�，

记为 ��
，
� ， ，� �

特殊地
，
若 ��

， � ，�
�中任意二顶点

��〔 � � ，��〔 ��
都邻接一条边

�，，称 ��， � �� �为完 全 二

分图记为� ��， ���
�显然� ��

， � ��
�中�� �

���

定理�� � ��
，�，� �是不含�一回路的极图

。

证
�

二分图不含奇回路… � ��， � ��
�不含�一回路

，
间题只须证明

，
连接� �� ， � ，�

�

中任意两个非邻接点
， 都出现�一回路

。

事实上�
， 二 福

� ��， � � �， … ， � ，��
� � ��� �

� �� ，� ��… � ���

�

任意 两个非邻接点
，

只能同时出现于
� ，
内

，

或同时出现于
� �
内

，

不妨假定它们同属于�
� ，

连接它

们得到 ��
，
��� � ��

，
由于

� ��， � ��本来都与�
�

中的点
� ��
相邻接

，

因而在 ��
， ��� � ��中由

� ，� ， ��� ，� ��
构成�一回路

，

按定义�得知� ��
， � 、 � �是不含�一回路的极图

。

定理�的逆命题显

然是不成立的
，

例如
�
图�即是不含�一回路的极图

，

但它不是二分图
，

当然更不是完全 二分图
。

图� 图�

定理�
� � ��

， � �� �中线数最大者是
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，， ，
� �

人 又 五
一 ， 石

“
当�为偶数时

、

摊‘
口、，召

仁
，

� 一 � � 十
‘

八 � 一
万一 ， 一

五

“
当�为奇数时

证
�

当�为偶数时� ， � �� � �， � ��， �，�
� � ��

， ��

这时 � � � �� � 二 � ，�� 一 � ， � � ���
�
�

我们讨论相应的连续函数��
� �� � �� 一 � �可知

当� �
� 心

�

� �

乞
一 “ ， ‘ 、 �

兮

取最大值
，
从而得 知 � ，

二冬
山

�

��自

由此� � � �� �
�

， ， ， ’

�
’ 产

� 又
。 �、 、卜， 。 ，

一 八 灭不 ， 不不 �甄数取天
。

“
山

�
， 、

当�为奇，时，
令二

�
‘

二
一

丫
， ��二

守
。 �二 ， � 一 、

的 。 、 。 、 色二还 ‘
旦土圣

� 旷二
�

二 “

，�。 ， 、 、 � 夕 尸 � � ， 目 沙

汹默 伙 一 �
一

� 一 �

但��盖
� � � … �有最大值��

八哄工
任

� ， 二 ，
� 一 � � 十 �

、 二 、 。
‘

二
， �

人 �一
、

甲

��
。

八 气
一

石
�

，

而
一 ，翔效取入 ， 丽咫雹尺习上

。

“定理跳 任一不含�一回路的最大线数图 ��， ��、 �不含 �‘ 回路
�

证
�

中显然

情况
。

为此置

同胚的两个图
， 视为是两个相同的图

‘ ，
冰含�一回路

，
而含�一回路的

�

图� ��
，
它�

�� �》 �，
由于 �� �

为奇数或偶数扮论方法相同
，
不夹一般性可只讨论 ，� �为偶数

】� �� �� ，
我们把间题转化为先证明

�
孔

�

�中
�

汁

·

若不含�一回路的最大线数图
，
当 �� �‘ �为偶数时

，
含“ 个�石回路 ，

则 �� �
，

� ， �� � � ， 一

七
� 」 �

扩

事实上犷厄却如
「

命题显然为真
，

二
、 � 。

。 一
�

一 �

假定” 二乒�即 �� �� �� � 时命题为真
，

几
�

万
，

那末� 二 �� ��巨���� �
� ��� ��时命题亦真

一 ， 只�

�
‘

堵‘ 气写一
任

介

丫这时显然会出现两个点
��， � �，

它们都不是石一回路中的顶点
，

由�
， 二 � 一 行

‘ ，
��于及�

，
构 成

� ��
�， � 式中 ��

、
�二 �

飞火芦�扮归纳法假设� ��
，， �

，
�的线数

、� ，
� � 、 ，

�卫
一

《 少卫
丫

‘ � �
�

而� ��
�， � � �中任一顶点不可能同时邻接��，

��，不然的

话
一

该顶点就与
� �， � ，

构成�一回路 �
’

�� ��， � �为最图
�� ��必然有连 线 �于 是 �� ， �� 与
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。 �、 � ，
� ，
�只能连接��条边

，

由此���
，
��的线数��

子
� ���卜 �

� � �� �
卜 ��� ��

然而� � 一� �一 ��� �二 �‘ �� ‘ � 亦即�� �二

音
�

� 、 �
了

。

按定理�不含�一回路的最大线数图应为 、 � �

�
含�一回路时� ��

， �， �不是最图
，
从而定理�获证

。

定理�
�

任一不含�一回路的最大线数图 ��
， ��

二

�不含奇回路
。

证
�
由最图概念及定理�

， ��， �、 � �不含�一 回路
，
也不 含�一回 路

，
或叙 为 不含

�� 一 �回路 ��� �， ��用归纳法可进一步证明
， ��， ����� �不含奇回路

。

事实上置
� � �� 一 �

当�� �， �时命题为真

假定
� 二
��

一 �时命题为真

那末
� 二 ��十 �时奇回路可表为�

�� �� �� ‘ …� ��， ，� ‘ ，

这时�
， ，
� ‘
必然不是邻接点

，
丫不然的

话
，
由�

，�
‘
�

。 … � ��十 ��
�

可构成��一 �奇回路 �按归纳法假设这是不可能的 �
。
另 一 方 面

�
�、
� ‘
必然设有公共邻接点

， ’

�不然的话这个公共邻接点将与�
，
�

���� ‘
构成�一回路 �按

定理�这是不可能的 �
。

既然 、 ，，
�

�

具有上述两性质
，
那末连接�

，�
‘
得到 ��， �十 ��显然

不出现�一回路这与�是不含�一回路的最大线数图矛盾
，
由此定 理�获证

。

定理�
� � ��， � �是最图 ��

， �二
�二

�的 充 要条件是� ��
， � �是完全二分图

。

证
�
按� ��

， � �当 而 仅当它不含奇回路时是二分图
。
�
�

按定理�得知 ��， � 二�二 �为

二分图
，
另一方面按定理�二分图中线数最大者是完全二分图� ��

， �，� �命题获证
。

按定理�及定理�立即得知下面的定理
。

定理�
�

不含�一回路的最大线数图 ��， ��
，
�是唯一存在的

，
而且它就 是 完 全 二 分

图
�

� �

万
，
丁 夕 当�为偶数

旦李
，

黑生� 当�为奇数

“

了忆
、了气����

，、�

�

由此可得下列推论
�

推论 �� 所有 �� �� �不含�一回路的图� ��
， � �都满足不等 式

�、 〔
丁
〕 式中� ，� ，

此即极图理论中著名的�盯��定理
。

推论�
�

若 �� �为偶数�
�则不含�一回路的最大线数图 ��� ， ��

二

� 增加一 条 线
，

即
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，寸，��，��

含有
�
个�一回路

。

事实上按 ��， ��
二

�的唯一性
， ��� ， �二

二

�是 也 只 是� �
� ， � � ， 它

的任意两非邻接点
，
必然同时属于�

，，
或同时属于�

�

连结两个非邻接点即为 ���
， � ， � ��

不妨设此两非邻接点
� 、 ， ��均属于 �

，，
这时邻接

��， ��的边 �，�
与�

�

中 � ��
�

�二
� �的每 一

顶点构成一个�一回路
。

推论�
�

若 �� �为奇数�
� � �则不含�一回路的最大线 数 图 ��� 十 �， ��

二

�增 加 一 条

边即含有

厂
” 十 ‘个 “一回路 当该边的邻接点属于�

��，� ��二 ” �

、

�证法与推论�相同
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