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关于稳定性理论几个基本定理的证明

王 世 强

�数学教研室 �

本文用同一种方法证明常微分方程稳定性理论的几个基本定理
，
其证明方法较之现 有的

某些证明方法简便和便于掌握
。

本文还减弱了非自治情形切达耶夫不稳 定性定 理 的 一 个 条

件
，
使之更便于应用汇‘ ’。 本文最后讨论了定理的一个条件

。

�一 � 两个引理

对自治系统

�， 二 � � ��
，， … ， � �

��� �， … ， � �
。

���

与非自治系统

都有如下 二 引 理

� ， � � ，
��� � �， … � ， � �， … � ���

引理� 系统 ���或系统 ���相 空间给定点的非空 。 极限点集
，
是 由 整条 轨 线 组成的

闭集
。

本引理的证明见 〔�〕����

引理� 系统 ���或系统 ���相空间一点� 。
引 出的 有 界 正 半 轨

“ � ��， � 。 ，
�。 �

，

���。 ” 之 。 极限并集

�一 �� �
� ��， � 。 ， �。 �

， ���。
���

为一有界闭集
。

其中贝为轨线
� ��� � 。 ， �。 �之 。 极限点集

。

由。 极限点与闭集定义及引理�即可证明引理��

�二 � 证明不稳定性定理

下面我们对系统 ���，
总假定 � 。在区域

】 � 、

�《 � ， ��� 一， �， … � � ���

内满足解的存在唯一性条件
， �

巨原点 。为 ���在区域��� 内之唯一奇 点
。

对系统 ���也总 假

定 其瓦在区域

�》 �。 � �
� 、

�《 �， ��� �， �， … ， � �
。

���

内满足解的存在与唯一性条件
，
且原点�为其相空间对应区域中之唯一奇点

。

定理��切达耶夫 ��
对系统 ���，

若存在李雅普诺夫函数� �
� �， � �… ， � 。

�，
使有

��� 在坐标原点的任意小邻域内存在有���的区域
，
且在其边界上有� � �

。

�� �在���区域内之所有点处有鲤
�

�
�� 】�，��

�
。

则系统 ���之零解是不稳定的
。

证 设区域 ���为坐标原点的一任意小邻域
，
由条件 ���

，
在 ���内存 在���之 区

域
。

在���区域内任取定一点 � 。 ，
显然有� �

� 。 ���
。

设���， � 。 �为 过
� 。
之 轨线

，
要 证
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它在���。 之某一时刻要越出区域 ���

用反证法
。

设 � ��， � 。 � 当 �� �。时不越出 ���
，

由上段引理�
，
轨线

“ � ��， � 。

���。 ”
之 。 极限并集�

�
为含于�� 。区域内一 有 界 闭 集件 ’。 设 在��。 区

‘

域 内 恒 为 正 的

连续函数
欲
�‘ ，�在该有界闭集�

·
上的下确界为�

，
即有

�� �� ��
， � � ��

�� � �
， ��》 ��

其中�为大于零之正常数
。

取积分得

� �� ��
， � ���》 � �� 。 �� � ��一 �。 �

上式当�， ��时有� �� ��
， � 。 � �‘ ��

。

但这是不可能的
，
因� �� �在区域 ���内是有界

的
。

从而证得轨线
� ��， � 。 �在���

。
某时刻要越出区域 ���

，

由不稳定性定义得证本定理
。

定理��切达耶夫 �对系统 ���若存在� ��， � ，… � 。
�

，
满足

�

���在 任 意大的 �值和任意小的坐标原点邻域 ���内存在有���的区域
，

�� �在���区域内�是有界的
，

��

�， �在�� 。区域内恒有后�
�

一

�《 。 �� ��
、 ， …�� ���� 其中 �为在�� “ 区 域 内连

续 的正函数
。

则系统 ���之零解是不稳定的山
。

证 与定理�证明法类 似
。

用反证法证明
。

设过���区域内 点� 。
之 轨 线

‘ �
��

， �末。 �，

》 �。 ” 当�� ‘ 。时不越出区域 ���，
由定理条 件知

，
轨线

“ � ��， 二 。 �， ���。 ” 之 。 垠很并

集�
�
为含于���区域内一有界闭集

。

由� �� �在�
�
上连续 且恒为正

，
设其下确界为�

，
于

是 当�》 �。时有
�� ��夕 � �

�

�
，� � ��

�� �� ��， � � � ���

其中�为大于零的正常数
，
积分得

���
， � ��

， � �������
�， � 、��� ���一 �。 �

上式当�、 ��时有� ��
， � ��， � 。 ��、 。 夕

这与�在���区域内有界相矛 盾
。

故 轨线
�
��

， � 。 �在����之 某时刻要越出区域 ���
，
得证本定理

。

�三 � 证明渐近稳定性定理

定理��李雅普诺夫 �对系统 ���
，

若存在正定函数� �
� ， ，· ‘ · ，

凡

则系统 ���零解是渐近稳定的

，

唠
。 ，�”
种
定

，

证 由
��

��
，、负定

，
它必然也是 常负的

，
而�正定

，
由稳定性定理

，
系统 ���之 零解是

稳定的「，�。 即对任给的
。
���

。
�� �

，
存在正 数 � � � �� �

，
使 对 �� �初 值 满 足

，� �。 ，� ��
，
��。 � �� ， �� �

，
��� �， … ， � �

之任一非零解
‘ � ，

���， �� �， … ， � ， ，
对所有�》 �。都有

��
�

��� ��
。 ， ��� �

， … ， � � ���

下面用反证法证明等式

��� � 、

��� � �，
��� �， … ， � �

�今的 ���
�

成立
。 �

将上述任一非零解记为
“ 、 ��， � 。 �” 。

若 ���不成立
，
由 ���与前引 理 知

，
非
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零解
� ��， � 。 �之 。 极 限 并集�

辛
为一在区域 ���内不包含坐标原点 。的有界闭 集

�

设负定
二

� ，

� 一
、 。 ，

��
，

一 �
� ， � ， ，

一 二
、 �

的 连软 幽数
一

�� ��
’�仕 、厂上俐上惆界刀 一 伪 以��

�

�� �
丁「‘��� 《 一 �， �� ‘ 业钱

其中�为一正数
，
沿该轨线取积分得不等式

、

�� ��
�

� ��
，
���， … ， � 。

�，� � 二 � ��
，
��� �

� … � ·

��� ���
‘

�
一

����
， ��

《 � �� �
�，� �， … ， � ·

�，� � �一 ��‘ 一 ‘ 。 �
，

悦
’�

但这显然是不可能的
，
因对足够大的 、值上式右端将 成 为负值

，
这与�正定条件相矛盾

，
从

而 证 得 等 式 ���成立
，
按定义本定理得证

。

用上述证明方法
，
同样可证明

�

系统 ���相应的渐近稳定性定理以及系统 � � �与 系统

���相应的全局渐近稳定性定理
，
这里不再赘迷

�

最后要指出马塞尔一个例题的最后论断是不恰当膨
今 ’，
例题中的� ��

， � �不仅没 有无

限小上界
，
而且关于 �是无界的

�

所谈及的渐进稳定性定理「‘ ’其条件是充分条件 而不是 必 要

条件
�

由该定理的条件不仅可证零解是渐近稳定的
，’

还可证明零解是一 致渐近稳定 的�” ，

而渐近稳定不一定一致渐近稳定
，
一致渐 近移定必然是渐近椒定的

�“ ’。
下面对马塞尔例题中

的� ��
， � �，

证明它关于�是无界的
。

�

一 ， � 、 「 、

引理� 若��� �在 〔· ， � 一 �内连续
， ‘ �� �� 。且广 义积分

�
� 仁减〕

��二 ��� 收 敛

二 � 一
� � ，

� �
贝�矛下万砚仕��， 十 �� �内尤界

。

二 、 �‘ �

证
�

由柯西收敛原理
，
对任给 。 ��

，
存在���

� �，
当�

� � �
� 十 ���

�

��时就有

�
�， � �

��� ���� 。

��

一
�，

一
， 、 �

一 、
�

�
� ，

�

二
�

�

一
�

� 。 ‘
� 一

� ， ， ‘ 、 � �

�

久田积分甲值足埋
，
在���

， � ‘ 十 ��上仔仕一点 ‘ 便有以 勺 �夭 “ ，
令

“ 二 丽
， 就有志��

，

，� �
�

一
� ‘ ， � � �

�
、 �

�
� �

� ��
� 。 �

� 、 ， 。 �

即 对 仕 给 �少��小论多 么大 �，
仔在 ‘ 七 � “ ， 十 的 ” 便�

一

面夕�
， 引理 得证

在马塞尔例题中
，
���， �� 一 � �

一

李
’ 、 、

��
� 十

�
� 一��

�，��，�，

�
匕 、 � ， � � �

� 仁，。

������收敛
，

�����如 由上引理�知���
，
��关于 �是无界的

，
所以例题最后的结论

‘
关于�有无限 小上

界的假设是不可缺少的
”
是不恰当的

。

因为致使例题中的� � 。不是渐近稳定的原因
，
是 由于

“ �不具无限小上界
” 或

��关于 �无界
”
是前者或后者不能确定

。

如上选取的�既不 能断定

二 二 �是渐近稳定的
，
也不能断定 � � �不是渐近稳定的

。

而 � 二 �不是渐近稳定的是由 其一般

解的结构确定的
。
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