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多 点 边 值 问题 的探 讨

王 广 德

�数学教研室 �

在研究具有非均匀介质的实际问题时
，
如非均匀电磁场理论

夕
水土和湿土动力学 问题等

提出常微分方程和偏微分方程的多点边值问题
“ ’ �非局部边值间题 �

。

这一课题新近工作可

参看〔�〕一〔�〕， 〔�〕 �

此文运用常微分方程求周期解的�
·

��

��
�
方法 〔，�， 改进了文 〔�〕的结

果
。

设�是由直线 � �

� � 二， � ��工 ，

�， 丁 � �及� � �所围成的三角形区域
。

问题���
�

�， � ， � 二

�一 ���， ��以
了，

��， �夕任皿

�����， � 〔 〔�， �〕

���

���

�� 一�

习 � ’。 ������ ��
�，

�
一
�

一 � 一 �

多点边值问题 �

��� 日卜���� ���

一一�
‘、产

�愁�� ��，

� ��，

� �一 �，

����
��、

称为非局部边值问题 �
，

而条件 ����� �称非局部边值条件
，

� �《 … 《 � 。 《 �， � ， 一 ，一 �
��《 � � 一�，

以下假设
� ��

�

��� ��〔 ��贝�， ��
�
� ’� ���了�

其中��
� �《

，

日
。 一��了�

�

�

二
一

�‘�，， ‘ �‘
�

�

���
， �����毕�

���，“��上创山��几

〔 � ‘ 〔�， �〕一 ��
�

����〔 ��〔�， �〕， ��
�△���二 �一

引理
�

设��
��� � 二，� ��� ， ���

，， ��� ， ��任�
‘
�皿�且条件 �。

一�。
成立

，
则问题

�� 一 ��

�〔� �� ， � �〔 �

���，

���
， ��，

��夕

产

厂了��、

对任一���
，
�� 任����

，
正则解存在唯一

。

证明�
��

。 ， �。
�为皿内的任意固定点

，
则不难作出�〔 “ 〕的����

� 。 。 函数���
， � ，

� �，
， 。
�� ��。 �

���二 ， �����于是由�
����公式以及非局部边值条件 ���

， ���立

即得到问题 �� � �的解的表达式

�� 。

���
、

� �� 。 ， �。
�� ��� ��� ���

。 ， �。
�印��

。 �一 � �
，
��

， �， � 。 ， �。
�甲����，二

犷 “
�

�盆 。 「了。 � �

�
� � ���， �， � 。 ， � 。

����
， 了�����

�

‘
�

‘
�

而
���， �� � 甲���是�

�������积分方程
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， ������的解
�
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。
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现设�
���� ���积分方程的予解式为���

。 ， �� 则有

���

��� 甲��
。
�� �

‘ �
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。 ，
��，

其中 ��� 。 ，
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彩
��孟
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。

�
， “ ‘ ， �， � 。 ， �。

����
，
���二��，

�� 。

� ，
��

。
��

� ���
。 ， �������� � 厂�� 。 �

砂
�

将���代入 ���得问卢��
��的解

� 亡

�� � ���

��� ���
。 ， � 。

�二 � � ���
，
�， � � ，

�。 ����
，
������

�
�

砂

�

� ��� �
，
�������

，

� �� �
产
�工 。 ，

�。
�

���
� �

� � �，
��， �， � 。 ， �。 ����，

�����
一

�
」 ， 扩 嗯
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��。

其中�
，
�� 。 ， �。 �� ��� 。 ， ���厂

，
��。 �� ��� 。 �� � �，

��， �， ‘ �， �。 ，� ，
�了” �广

砂
�

����

���。 ，
��二 �

，

���，， �����， ��“ � 一 ���。 ，
��

� “ �
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， ，�
卜
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崔

以下我们运用�
�

��
��

�
方法证明���的正则解的存在唯一性

。

设�
。 ��

。
�� 二 �。���

，

��
，

其中�
。
为�

��������算子
。

于是�
。 �� ， ��有以下性质

�
����。��， � �〔 �呈���，

���当各一 。时， �。 ��， ��一 ���
， ��一致成立

。

作 �、 〔 。 〕 � � �，� �。 �� ， ���了， 这样我们 得

到与问题 ���等价的问题 ��
、��

� 〕 �

〔 ��

���， 丁， �一 �二�一 〔��� ， ��一 �。 ��
， 了�〕�，

�� �

了�产、
�、
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由�。��
， � �的性质���知

，
�。 〔� 〕的���� ���函数存在且

�。 �� ， ，， � 。 ， ，。 �� 一��

丁
� �

�
。
��

， ������
。

又由�
。 �� ， ��的性质���知

，

� 一

�

△。 ����么���子�
�

其中△。 ���� �一 乙 �， ���� ���

�
二
� � �。��

， ���
二

�

现取定乙
。 ��使得当����各

。
时

，
对任意

。
��

，
有��一 �

。
��

。 ，

△。 ���子 �， 置���
， ��� ��� ， �， �， � �

�一 〔���， ��一 �、 ��， ��〕��， ‘

将���中

� �二 ， �， � 。 ， �。 �换为�
。 �� ， �， � 。 ， ���， 则由引理得泛函积分方程

�

��� ���
。 ， �。 �� ��� 。 ， �。 ，

��
���

，
������一 〔��� 。 ，

�。 �一 �。 ��
。 ，
�。 〕 �，

�� �
。

其中�
�
���

， ��
�� ��

�
���分别表示 ���中���

，
��� 。 ，

�。 �换为�
。 �� ， �� � 。 ， �。 �后 所 得

的 � ��
， � �， � 二

��
， � �

， �，
��

， � �
。

定理
�

设条件�
。

一�
“

成立
，
并且���

， �， �， �刀对一切变元连续
，
对变元�， � 二

满 足

��� �。 ����条件
，
则问题 ���的正则解存在唯一

。

证明
�

因问题 ���与��动等价
，
故由引理只须证明泛函积分方程 ���存 在 唯 一连 续

解
。

设� 二 ����
， ���� 〔 �����为具有模 �，� ，，、 � �������

�一 ‘，�的������空间
，
定义 算

子�
� �� � ���

， �， �，
�� ��

�
����

， 一 ��一 �。��。 ���
，
由�

三
的表达式易 知

， 飞
’

映� 到自

身
。

由条件
，
对�

�，
�

� 〔 �，
有 �记�为����

�����常数 �

�

��� ���
， 一 ��

� 】�� 名 】����，�一 ����
����

。 】����
，�一 �� ‘�

���
�
一

�

注意到表达式

� 一�

���。 ，
��� 艺� ‘

卜�

‘ � � ���

�� 。 � � 卜 ���
， �， � 。 夕 � 。

����
， ������

�

�

一
， 。

�
’
�

故存在���
，
使得

��� ���

����
。 ，
�

��一 ��� 。 ，
�

�
��《 � � � ��

�
�� ， ��一 �

���
， ��，����

《 � ���
�一 �

� ��

、
黔

���
� 一 �

� ‘，

「�� 、 ， �，

�
” � ‘，�

�

久�入��

由���。 ，
��的表达式立即得到

、“ �“� 。 ，
�

，�一 ���。 ，
�

���、 �

表 一�
， 一 �

� 一�、�入�‘，

�一�
， 一 �

� �一、 �入� 。 ，
�

�一入
����

。 �� 。 ，

�
��一 �

，

毛��
�，
�

���《 ��
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完全类似地可得估计
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�� � ���
� �

� � � ��� ，

� 二

�， � 。 ， �。 �〔� 、 �� ， ��卜 �
二 �� ， � �〕�����

一，��一�
� 一���入，。

�一入
簇

�� � ���
�

�」」�二 。 �� ，

� ‘

�， � 。 ， �。 �〔���� ， ��一�
��� ， ��〕�����

‘��
� 一 �

� 一 入�人��

〔���二 ， ��一 �
� ‘� ， ��〕�����、�，

�����

‘

、
芳

�� 。 ，� 。 � �

�� �
�， 。 �� ，

� �

� �，

，��
� 一 �

� ��入��一入
簇

��� ， �。 ， � 。 ， �。 �〔���� ， �。 �一 �
�
�二

，
一

�。 �〕���

《 � 一�
� 一�

� ��肩 ‘，。

��
��少

， �����的表达式
，
得估计式

‘�万‘��，一 ��‘��，‘《 � ‘
资

�

欢
，，‘ �

� 一�
� ‘，�·‘ ’ 。 ，

其中�� �
， �

。

��
���

��一 ��
��

�，，、 ��‘ � 贵
，，��

� 一�
� “ ��、，·

由 ���得估计

一压��� 一 ��
， � 、
� 〔���

由。 � 。的任意性
，
选取

。
簇

，

马
一‘

�」��

灸
�

分
� �

食
，� ·� 〕 ���

� 一�
� ，，、

再选取 “足够大 ，
使得���女

�

扣赢
�

�� 乐 则�是

映�到自身的压缩映象
，
从而存在�〔 �，

推论
�

设条件�
。

一 、 。

成立
，
且

� ，

使得��� �成立
，
即得定理的证明

。

�， �〔 ����
。

则�������双曲型方程
�。 � ��� ， 丁��

� � ���
， ���

，� ���
， ��� � ��� ， �� 的多点边值问题���存在

唯一正则解
。

�
·
�

·
� �� 。

要 求
�， �任�‘ ���

，
而推论仅须 � ，

�〔 ��皿�

�下转第�页 �
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，寸，��，��

含有
�
个�一回路

。

事实上按 ��， ��
二

�的唯一性
， ��� ， �二

二

�是 也 只 是� �
� ， � � ， 它

的任意两非邻接点
，
必然同时属于�

，，
或同时属于�

�

连结两个非邻接点即为 ���
， � ， � ��

不妨设此两非邻接点
� 、 ， ��均属于 �

，，
这时邻接

��， ��的边 �，�
与�

�

中 � ��
�

�二
� �的每 一

顶点构成一个�一回路
。

推论�
�

若 �� �为奇数�
� � �则不含�一回路的最大线 数 图 ��� 十 �， ��

二

�增 加 一 条

边即含有

厂
” 十 ‘个 “一回路 当该边的邻接点属于�

��，� ��二 ” �

、

�证法与推论�相同
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