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均布荷载下板内有两点支承

的一边固定三边自由的矩形板

王本瑞

�基础部 �

李桂生

�土建系 �

提 要

本文利用广义简支边的概念和叠加原理
，
求得了在均布荷载下板内有两个点支承的一边固定

、

三边自由矩

形板的弯曲解
。

引 言

矩形板的一边为固定
，
三边为自由

，
并且沿自由边有若干点支承的弯曲问题， 张福范教

授及其他同志在最近的工作 �‘ ， ’�� ” ， ” 卜
’

中
，
引用广义简支边的概念和叠加原理

，
已经讨

论过
。

本文仍采用广义简支边的概念和叠加原理
，
讨论在均布荷载作用下

，
在板内与固定边

相平行的中线上有两个点支承的一边固定
、

三边自由的矩形板的弯曲解
。

设矩形板的边� � �为固定边 ， 其他三边 � 二 �， � 二 “ ， � � �为自由边
，
并且 在 板 内� 二
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所欲求解的问题可归结为
�

在极的边界内
，
须满足偏微分方程和点支承条件

�

二冬竺� � 等
� 昼

�

艺 �
�� �

���二 � 旦����
二 二 丝 �

� �

� �
� � � �� 百

���

其 中
� �为荷载集度

， �为抗弯刚度
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在板的边界上
，
须满足边界条件和角点条件
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一四边简支的矩形板
，
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。

�名

�

娜片
�

终
冬

嘿茹
‘

愕
一 �

一

态
，’�矛

� 竺
�

公 �
。

沪丽� �� � � �
·
�

誉�
� ‘�一 ��

示
� �

翼
�

器
��

�

以︷�
��

一 “ 一 ，，
昏

。 。 ��

今
〕

� �� �
日
�

� ���卫�—�
����日

�

��
�

�春���氏
、�户

林一
月�土了位、

�心自产�、
�

一
�

，

匕一
。

�‘
丫一兀
�

，�自

一
�

，
买黑

一 〔�� ��一 ��日�。 。 ��日
�一 ��一 ��

擎
�。 ��终

一〕
乙兀 一 �一 马 �

���乓
��

�

�

����日
。

��� 卫匹
�

邝��端

�兀
‘

�， � 、 � ，

�
�

二 ‘ �气石 一 卜��� � 且
，
才 一 �� 一 件声

�
一

乙

日
�����

前
“ � 。

� �一 �， �， ����

上式中的后三项
，
当�为偶数时应为零

。

对 � � �边将得同样的方程
。

要满足自由边� � �的条件 ���
，
叠加算式 ���

， ���，
����

，
����

，
����，
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����
，
����，

并使它们的和为零
。

于是得到
�

��一 卜�
艺

净
〔
�立长

“ � ‘“ �· � � �

今
， 〕

��� �� 一 ��

� ��一 卜���
�

����兀

� �

洲
十

扩一护

名 丫
�二 ��

扩一砂

、�
比��

占�

��
�

�
卜�卜一一�

�几︸，�

�
�
���

一 “ ‘ 协，
磊

���

� ������
二

十
�，� �

� �兀 ��

�� ��一 林�智
，� �“智���

������
。
�� 竿

��’ � �

�� �北 �
�

�� ��一 件�匹����匹
�

十
�

�� ” ��
普

���冬�
二

�

��

�

�����

〕 � �
丸
�

���
�

� 旦州
�北 今

、 〔 ‘�一 件” � “ �
智

一 “ 一 。 ， ����

� � �， �， �� “ …

要满足支点 �
���

，
����条件 ���

，
叠加算式 ���

，
���� ��� 》 ，

����
，

����
， ����

，
并使它们的和为零

。

于是得到
�

�

拼

�白一

��丈

忆了‘，﹄��兄�一 件

� � � �
。
�� 二

��

����� 。

� � ��� ‘ “ ��，�‘� “
智

一

智
����
智，�‘� 宜��兀

�

子

、 �

�
�

且一
丹匕
�

一�
����

氏一�
十 � ��玉

��� �
。

�

����日
�一 � 。 ‘

‘ �

�石

下
一 一一 七 、

���� ��
�

日
，

����日
�

�

—一 少����

�一 卜

�鱼
�

件一
�勺‘

�人

氏一�‘

���
�

�一 件

�� ��巨
�鱼

� �

�兀
��� 一

�

� �

�
�二二二�� � ‘

�� 兀 ‘

��，

名

� 二 �
。
�

�
� ，

丁子 �
����

� �

����
�� 二

�‘� “
誓

一

令
�‘��
普

� ����� 二
·

智
· ����
普〕

�
生互
�

�� � �

��兀 �

� ��� �
� 。
��

������ �

��〕
��兄

� 二 �
。
�

〔����沙�

‘

�分 � �

��兀 “

��� 丝垫
�

� � 等
〔 ’�� “
誓

� 一旦理丝一 、
心。 ����二��

�

��名

� � �
，
�



第�期 王本瑞
、

李桂生
�
均布荷载下板内有两点支承的一边固定三边自由的矩形板

� �
黔
少兀

芬 君
。 、卜

。 � ��
令

� �二 ����外
����� 。 一 �

口 � �
。
�

������
�

� 〔
含

��，�
普

一 ��‘ � �口

������二
���� � 瞥〕 ‘ � 兀

�
����

由于对称
，
在 �弩

，

任
支点处

，
将得到同样的方程

。、、声

�

一匕，曰

要满足自由角点 ��
， ��的条件 ���

，
叠加算式 ���

����
，
����

，
并使它们的和为零

。

于是得到
�

���� ����
，
����

。

扁
“ 二 ”
晋

�

�

�二��
������二��

� ’ · 。 。 。 �� 二 〔
扩长一

‘�� � � 皿叭

� � �����
〕 � ��一 林�

����

��名

亡一兀�一�十

�� “ �
。
�

一一��
�

·

�一�

�
口︺一��

�

干 ��一 林�奋
������ ��兀丝吕互垦二气吐

卜

����卜
二 、

�一 卜

����

�，��

�兀 ��
岌

� � �

����� 。
��

� �������

���五
�‘ �

万

��， ��

�泥 ��

��

乙
� �� �

�掣绝
里

些
��。

缈�� ��仪 。 �乙 �

芬 ����

� “ �
。
�
纷�

�

塑 �。
。 � 。 ��。 二 一 ��一 。

����� �口

从另一角点 �。 ， ��处的条件将得到同样的方程
。

这样
，
我们就得 到 ����

，

��� �
，
����

三个无穷联立方程组及 ����
，
����两个单独的方程

，
联立求解

，
就可得 出��

， �，， �。
�‘
��

， � �，
�

， �
。

从而可求得板的挠度及内力
。

四
、

计 算 实 例

考虑均布荷载下的正方形板
，

此时� � �
，

由于对称
，

支反力�
产

与支反力�
“
相等

，

取林 二 。 �

�，

� � 、
�
�、
���

各取��项
，
由计算机解方程组 ����一 ����得到�‘ 、 � 二 、

�
�

和�
。
的数值

。

从计算结果可以看出
，
系数

���和�
�
收敛较快

， �
。
收敛较慢

。

当系数都取��项时
， � � �

仅

为� �
的�

�

������� ��一 。 ， �� �仅为�
�

的�
�

������� ��
一 咭 ， ���

仅为�
，
的�

�

��� ��
一 � 。

若 取 更

多的项
，
各系数的后续项将更小下去

。

下面计算板的各点的挠度
。

把计算得到的
�， 、

��
、
�二
和�的值代入到挠度 公 式 ���，

���
，
����， ����

，

����
，

����
，
和 ����

，
便得到总的挠度方程

。

代入各点坐标
，

即 可求得下表列出的一些点的挠度值 �单位 �� ‘
�� �

。

从表中可以看出
，
最大挠度发生在 自由边� � �的中点处

，
其值为�

�

��������
‘
��

。

与文
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献 〔�〕相比减少了��
�

�写
，
可见板内支承增加了板的刚度

。

表 � 正方形板的各点挠度�单位��’ �� �

����年

一

一
一

�

�
�
一 �����

�

也

一�

一一

一
尸

一
—

�

一

一
�

�

���� �
�

��� �
。

���� �
�

����

�
�

�����

一 �

� � � � � � �

�
，
���� 一�

�

������ ��一 � 一�
�

������ ��一
一。 �

�����· �。一…
一 。 �

������· �。一…
一 。

�

，，�。 ，· ，。一

�

一�
�

������ ��一 ��
�

������� ��一

�
。
���� 一�

�

������� ��
� � 一�

�

弓������ ��一 � 一�
�

��弓���� ��一� 一�
�

������� ��一

�
�

���� 一�
�

������� ��� � 一�
�

������� ��一 吕 一�
，

������� ��
一 �� 一�

�

�刀���� ��一

�
�

���� �
�

������� ��一 �
�

������� ��一 �
�

������� ��一 �
�

������� ��一 �

�
�

���� �
。
������� ��

一 名 �
�

��弓���� ��
‘
一 � �

�

���������一 吕 �
。

������� ��
一 � �

�

���������一 �

�
�

朽�� �
。

邸����� ��
一 � �

�

公����� ��
一 ， �

�

���怕�� ��
一 名 �

�

���������
一 � �

�

������� ��一 �

�
�

���。 �
�

������� ��一 � �
。

������� ��一 � �
�

�������� ��一 � �
。
���������一 � �

�

������� ��一 �

�
�

���� �
。

�������� ��一 �
�

�
�

������� ��
一 � �

�

������火��一 � ��
�

������火��
一 �

其次
，
计算沿固定边� 二 �各点的弯矩值

，
把计算得到的�

�
值代入到

�

� �� �� � �。 ��� 塑终不

� � �
。
�

并依次把 �的值代入上式
，
即可求得下表列出的固定边� � �各点的弯矩值

。

与文献 〔�〕 相比

较
，
可以看出弯矩值减少了很多

，
并且弯矩的符号改变

，
由此足以说明板内支承不但增加了

板的刚度
，
而且提高了板的强度

。

表 � 正方形板固定边各点弯矩 �单位��
�
�

�
。

���� � �
�

��� �
�

��弓�
。 · 。���·

�
。 · 。���，·

�
。

���
’

�
�

�����弓 � �
�

����� �
，

������ �
�

������ �
�

������ � �

赢�不
�

…
�

瓜孔蝙俘 ����� � 一�
�

����� 一�
。
����� 一�

�

����� 一�
�

������ �

为了验证计算结果
，
我们利用板的整体平衡条件得到

�

‘
罕

一 〔 ‘�’ � �·，�

警
一

�言
��·，

，� � 。 �· 〕���
梦

’ �� ‘�

� 一 甘

由此可见
，
计算结果是能满足工程要求的

。
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