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异弹模界面裂缝缝端应力场计算

周鸿钧 段云岭

�水利系�

提 要

本文利用复势理论
，
推导了异弹模界面裂缝近场应力分量的表达式

，
指出应力分遥在缝端附近随�的某种关

系 �任��� �而按正弦
，
余弦规律变化

，
应力分量的幅值随

�的增加而减少
，
即越近继端幅值愈大

。
因之异 弹 模

界面裂缝缝端附近应力呈现振动状是界面裂缝的特点之一
。

在工程实践中经常遇到异弹模界面裂缝问题
、

如水利工程中混凝土重力坝坝体混凝土 与

基岩交界面上的裂缝
。

由于缝岸是由两种不同材料组成
，

因此在缝端附近形成较复杂的应力 状

态
。
����年���� ������ 曾指 出〔各� ，

在复合材料中不仅几何不连续点会产生应力集中现象
，

并且

在材料 不连续处即两种材料的交界面上也会产生应力集中现象
。

位于两种介质材料支界面上

的裂缝
、

即使只有�型荷载作用
，

也同时存在�
‘和��，

两种应力强度因子
。

缝端的应力不仅与训
�

成反比
，
而且当

�
��时呈现摆动性

。

随后�
���

一��� �‘ �
、
���和������

、
�� ��和������

’ �、 也分别

得出了类似的结论
，

并且还发现缝端附近位移场也具有摆动性
、

摆动最大的幅度与应力 强 度

因子的模有关
。

造成这种摆动性的原因是特征方程的特征根是复数
。

后来�二
������’ �简单地综

述了双相材料中的裂缝问题
，

给出了利用缝岸上的位移信息推求缝端应力强度因子的 计 算 公

式
。

用普通有限元或实验应力分析的方法求得缝岸上的位移值后
，

即可以由上述公式算出应力

强度因子
。

近来我们将分区混合有限元法 “ ���」推广到异弹模界面裂缝中应用
，
很容易求得 缝

端 应力强度因子
。

但遗憾的是在上述的有关文献中
，
均未给出缝端应力场分量的表达式

。

为

此
，
我们从复势理论出发

，
推导了异弹模界面裂缝缝端应力场分量的表达式

，
并得出一些有

意义的结论
。

计算中假定缝面两侧的不同材料分别为均

质的
，
各向同性的线弹性脆性材料

，
并将异弹

模界面裂缝简 化为 图 �所示的界面 裂 缝
。

选

取缝端为直角坐标 系 和 极坐标系的 原 点
， �

轴下方 � 一 二簇 。簇 。 �为第一 种 升质 材 料
，

�轴上方 ��《 �成 二 �为第二种 介 质材料
。

对

于缝端附近的小范围内忽略体力的作用
，
则线

弹性力学中平面问题复变函数解的科洛索夫公

式�“ �为
�

图 � 界面裂缝
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。 ，
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���� 中
， 。
���
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一
� ‘�一筑

〔�·，· ‘ �，一 �币兀…花了一不次厄了 〕

� ��

式中
� 甲

。
���

、
中

。
���为复势函数

、
�� � ·

砂��

平面应变问题
。

平面应力间题
。

，勺�。
月性�一勺

一一十
��内��上

‘

��
、��刀、

一一口�

一 兀簇�戒�
。

�《 �簇 二 。

讥分别为材料的剪切弹性模量和泊松比
。

心�止，曰�了、�，、刀�、

一一�

假设缝面上无力作用及在�二 �的界面上应力和位移连续
，
则边界条件为

�

� �，
�
。� 二 � �，

� ，了
�

。 一 。 � � �，
�

。 一 。 ，

。 一 ， � �
。

。� 。 � � �

�
。� 。 。

���

设复势函数甲 ���
、

中���取下列形式
�

甲
。
���二 �

�

�入

冲
。
���� �

�

�人

其中�
。 、
�

。

是待定的复系数 � 入是满足边界条件的特征根
。

将式 ���
、
���代入边界式 ���得

�

� �� 一 �入泥 � �� �入� �� ��
‘入� 二 �

� �� ‘人， � ��
�入� ��

��
一 �入‘ � �

� � � � ，入� �� 一 � � 一 �� �入� �� � 二 �

协�
����一 � �入一 �，

�一 件一 ���� � 一 � �入一 ��
�� �

化简上式得

���

�
︸

一一

，�����������几���

��一 �一 ，“ 入‘ ��
， 一 ��一 � ‘ “ 入‘ ��

� 二 �

协� ��
， � � 一 ‘�入“ �� ， 一 协，

��
� � �‘ ��‘ ��

� � �

为保证上式中�
， 、
� �

有非另解
，
系数行列式应为

�

� �一 � 一 ���， 一 ��一 ���入‘ �

协�
��， � �一 ‘ �入‘ � 一 协 ，

��
� � �‘ 之入� �

将行列式展开并注意到 一 ��一 � ‘ �入“

� � �‘ �入’ ��一 � 一 ‘ �入二 �得

��一 � 一 ‘ �入二 �卜 卜 ，
��

� � � ‘名入， �一 协� ��
� � � 一 五�入二 ��五

�人‘ 〕 � �

经化简得

��一 �一��入“ �〔林�� � 卜� � �卜�
��

� � 协，
��

‘ “ 孟‘ 〕 � �

式 ���即为满足边界条件的特征方程
。

由式 ���可以解得特征根为
�

���
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入� �
、
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、 … …

〔入� � ��
�

合
’ 十 ‘ 〔 ’

�� 二 �
、
�

、
�， … … �

式中 〔 � 上���
�兀

� 二
卜一 � 卜���

卜� � 卜，
��

卜�卜
�

�� 协�

十 �

�林
����

�
���

显然后也是其特征根
。

由式 ���
、
���可以看出

，
在缝端附近

，
应力

、

位移和极径�存在下列关系
�

�
。
��

。 ��肠‘ �
，

�� �
二 �����“ 一 ，

� � ���

显然
，
为了保证缝端附近应力的奇异性质

，
特征根入的实部必须位于 。和�之间 ，

所以获

得奇异性应力状态的特征根为
�

‘ 二
告

� ‘ 〔
���

� � � �任
入二 万

需要说明的是
，
当特征根仅取式 ���时

，
忽略了产生非奇异应力的特征根

， 由 此 得出

的缝端应力场仅适用于缝端奇异应力区
，
也即是近场公式

。

根据式 �多�可以假设能够使缝端产生奇异性应力状态的复势函数为
�

甲
。
���二 �

�

�人� �一

�万

中
。
��� � �

�

�人� �
�

�又 ���

式中入由式 ���决定
。

将式 ���， ���代入 ���式可解得满足全部边界条件的系数为
�

�
“ � ��

。 ， �� “ �

�
。 二 一 �入�

� ， �
。 � �� 二 、

���

式中�是任意的复常数
。

�
。 � �

� 一 ‘ ， � “ � �� 一 “ ， �� � �
、
��

�

����

由式 ���
、

���
、
���可得到只含有一个复常数的缝端应力场和位移场

�

��� 二 � 二二。 � ��沙
�

二 �入��
一 �〔�����卜 ’ �。 一 � 。 � 一 玉�入一 ‘ ��〕 �

� �
�

瓜
�瓦

一 ’ 〔 �天� ���
一 “ 叉一 ‘ �。 一 �入一 ���

一 ‘�轰一 “ ��〕

�，“ � �矿 一 ��沙
�

� �入�入
一 ‘ 〔���‘��一 ‘ ��� � ��一 ��孟一 ’ �“ 〕 � ����

� �
�

�入�‘ 一 ‘
��一 下�〔�一�‘ 一 ‘ �“ 一 �一 ‘�‘ 一 “ �“〕

�卜
�� 。 二 �卜� ��

�� � �� �
�

� �

二 ��入〔� 。
�

�� ‘入。 一 � ��一 �茱。 〕 �
� �

�

�又
�乳〔�一 �‘� 。〕 �一 ‘、�
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对于均质材料中的混合型��十 � �裂缝
，
有定义

�

� �， 一 ‘�二 ，。一 、
务

�

�一�

一 ‘
护牙万

�
� � �

亿而
一

厂 训�而

弄

����年

����

式中 � � �，十 �� 。

类似地
，
对于界面缝裂可定义为

�

�，，

一 ��
���

�� � � 丝�
��一 �

侧而

由式 ����得声

�， “ 一 ��。 “

�
。� 。 二 �入�入

一 ‘
��

。 � � 。
��� �入�入

一 ‘
��� � �

将上式代入 ��� �得
�

� 二 � 二

侧 �兀

�
� 。 �
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仁丝，

。 一 ‘�，� 。 ，

入�
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入。 ��
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������

‘ �

之 � 任 名� 乙二 ��
一 ’
��任 ��一�丫

� 合
�

训厉一 ��� � �

由式 ���
、
�工��

、
��� �即可得到缝端附近的应力场的各分量表达式

�

�二二· 二 ��
一

责
�一 。〔�二二·

�，，。 二 ��
一

蚤�一�〔�，�·

�公
· 二 ��一

垂
�一�〔�。 ·

��
，
����� �

��二

��
，
���一�〕 �

��
，
����� �、 ��

，
���

“ 〕

��
，
����� �

“ 。 ��
，
���一‘〕

����

式中

�
������
��

���
了

厂
尸

�
二�“ 飞

，

�
� ��

一
�

�
、

�
��� � 又�一 认 少

乙

��
�

· “ ‘“ 。 〔�‘� “ 一

管
� 、· “

一 。 。 。 。 · �‘ �

�

�一 �〔 �� ���一

�

誓
�〕

�圳
�

川�划�

�

口
十叫�

��

�

曰卜�津
�

����

�����少�
一

�。 “
�

台
一
�

�
、

�� 气 � 一 下 少
乙

…
�丁】 · …�

�
‘

眨
‘一 “

夕气
一 ‘

、� 。 〔 。 。 、 ��一

碧
� 十 �。 �、。 �。 一妙�〕

“
〔 一‘· “ �

�
�

式中 �� 〔 �� �

由上式可见对于界面裂缝
， �

。

��
、 。 �、 ‘ 。

��
、
��不仅与两种介质材料的特性有关

，
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而且与
�
也有关

，
这正是异弹模界面裂缝的特殊之处

。

如果两种介质材料相同
，
即

林， 二 林� � 卜‘ ， ” ‘ � ” � “ 。 时

则�
， 二 ��， � �

协� � 卜��� �

。�之千闪灭
� �

厂 �
�

�� 。 八

亡 � 一二丁—灿� 仄 � � ，

艺兀

二 任�� � � �

�
二 �

茄乏元
， ���

。 � � 二 “ �

将上之数代入式 ��� �
、
����，

即得
�

﹄�洲�
﹄、产幼一�一

‘·

号
��� 。 ��

普
。 。 ��一�

�����二 �
�

丫 �几 �

�，一�·

警
�‘·

譬
��

�

�口�曰

���
尹
�

﹄仃 “ ” �
�

、 ��兀 �

�‘ � �‘工�

昔
�‘·

智��
� � 一备

�‘·

号一誓
�

孟�〕
����

�“ 叮
�

一 毛范不
〔一鲁

�‘� 旦� 。 �
丝��

�

一�
一

��一 ‘· �
�

��。丝 ���一〕

从上式显然可以看到
，
对均质材料缝两侧各应力分量与材料特性无关

， 两种材科中 的应

力布是相同的
。

实际上式 ��� �即为均质材料中的裂缝缝端应力场的公式
�

� �

从以上公式分析我们可以看到
�

」 」 � �

�� 均质材料中的裂缝可视为界面裂缝的一种特殊
�

睛况
，
式 ��� �的应力公式不仅适用于

界面裂缝
，
也适用于均质材料中的裂缝

。

��当两种介质材料的弹性特性相同时
，
界面裂缝问题可以简单地按均质材料中的裂缝问

题进行断裂分析
。
当然

，
对于断裂判据

，
还应考虑界面的接触强度问题，

即是否前能沿 界 面

扩展问题
。

为了进一步认识界面裂缝的特殊性
，
我们进一步讨论界而裂缝缝端应力场

一

的分布状态
。

为简便计
，
仅考察�� 。射线上 �即界面上 �的应力分布

。
将式 ��� �代入式 ��� �，

注

意到�� �得
�

�
��二 ��

�，�。 �

� ��
� 一 � �

、 ��兀 � �� �
�������� ��������

�
、��究 �

��
，����� �，������

��� �

�
二产 二 �七

二， �一

了�托 �
������� ��，�����

注意�
。 二 � 。 。 ��小

，
� 。 二 � 。 ���小

，
则式 �，��可以简化为

�



����年

�
二

广 �

�
�，� �

� �

一垒里鲤 ‘
一

生
� 。 � ���

了�兀�

� �

�� �
小�

二 ��� ����

了�万
�

��一 小�

�
二�� � 一

� �

训�兀 �
��� ��一 小�

其中小
、
�见式 ����及 ����

对于某一确定的界面裂缝
， �

、

小
、
�

。

均为定值
。

由式 ��� �可以看出
，
在界面上

�

��应力分量在缝端附近随
�
的某种关系 �〔 �盯 �而按正余弦规律分布

。

��应力分量的幅值随�的增加而减少
，
即越近缝端

、

幅值越大
。

显然
，
当两种介质材料相同时

， �� �，
式 ��。 �即简化为

�

�
二

广 �

�” � �

��

侧�兀�
�� �
小

� �

侧�兀�
�� �甲 ����

己了 �

一 ��， �

一二丁二二二二二二二 � �

训�北�

此即均质材料中的裂缝尖端附近应力场沿�
� 。射线上的分布， 可见它们的各应 力 分 量

只随�而变化
，
不再随

�的某种函数按正
、

余弦变化
。

由此可见在缝端附近应力分量呈现振 动

状态也是界面裂缝的特点之一
。

在推导界面裂缝缝端附近应力场时
，
我们只取了产生奇异应力 的 特 征 根 ���‘式

，
略

去了产生非奇异应力的特征根
，
所得的应力公式只适用于缝端附近某个范围

，
但 要估计这个

寸�尸砂

范围是比较困难的
。

今为 简 便 计
，
我 们

用均质材料中典 型 的 �型 裂 缝 估 计 这

个范围
，
作为对界面裂缝近 场 范 围 的 参

考
。

设图�所示的双向拉伸�型裂纹
，
满 足

全部边界条件的�函数为

�乙

侧� “ 一 � “

利用上式和�
������������应力函数

，。 ，
可求得�� 。 ， 二方向上的精确解为

图� �型裂缝
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�
，�
�卜

。 �

�� 介 一

�� ��� �
�

� �

侧��� ��� ���� �

��� ����

为了得到近场解
，

�《 �，

匕过 �侧玄蔽石下刃豆蕊�
�协

设

甲�� � � · � ’。��‘ �

经变换和简化可以求得�二
。
方向上近场解答

�

��
。 川 �� �� 侧厄面弃

����

� ，
�

。 �

口 � 兀

�� �

�林
�训���

根据式 ��� �和 ��� �即可以进行误差分析
�

己
口�

��
， 一 �

，

��
�、 �� �

一一
一 二—

一‘ �� �
’ ， 二 一 �

�，

���
� �� 艺�

� �，一 � �

� �

����
己

。 ，
侧�一 ���� 一 �

可见相对误差随
��

�
而变化， 表�和图�给出了这种变化规律 �即近场解与精确解的 相对

误差值随
�
�

�的变化规律 �

表� 近场解误差分析

，一 …竺…竺
一

厂

竺�些
一

全
。 ‘ 一

一

二兰兰竺立
一

�兰
“ …竺�

一

玉竺…兰 、士竺
�

乃” �‘�，
�
�

·

�

�
‘ · 。 …‘ · ‘�

�
‘ ·

，� …’ ·

�‘

…竺…二…竺…竺
� �

�

� � �
�

�� 一�
一

�� ��
�

��
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由表�和图�可以看出
�

�� 对于同一个
�
�� ，

近场解应力场产生的误差大约是位移场的三倍 � 对于同一个 误 差

等级来说位移场对应的
�
��约是应力场的三倍

，
这就是说

，
对于同一个近似程度

，
位移场 的

适用范围大约是应力场的适用范围的三倍
。

��取近场解与精确解的相对误差为��时
，
则应力场和位移场的适用范围分别为

�

��
�
��

�

��， �
�

��� 如取��的误差时
，

分别为
� �
��《 ��

���
，

�‘ ���
。

顺便说明
，
应力

、

应变型奇异元尺寸应保持在应力场的适用范围之内
，
位移型奇异 元尺

寸应保持在位移场的适用范围之内
。

通常的位移型奇异元的最佳尺寸均大于应力
、

应变 型的

奇异元尺寸
，
也因此可以得到解释

。

应指出
， 以上结果是按双向均匀拉伸中心裂缝得出的

，
对于界面裂缝只能作为 参考值

。
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