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反映实数系连续性�完备性�的

若干等价命题

袁荣福

�数学教研室�

我们知追
，
数学分析是用极限理论为工具研究实变数实值函数的性质

，
因此首先必须 清

楚了解实数系所具有的性质
，
尤其是连续性

，
才能更好地研究函数的性质

。

实数系的连续性
，
不但是数学分析的理 沦基论

，
而且也是现代分析中各种抽象空间性质

的丰富源泉
。

实数系的连续性
，
是实数系的本质属性

。

全部数学分析的严格理论基础正是因为实数系的

完备性才得以建立
。

反映实数系连续性的等价命题具有各种各样的表达形式
，
这些不同的等

价形式
，
大多都是数学分析中非常重要的定理

，
它们从不同的例面刻划了实数系的连续性

。 ·

下述命题中的任何一个都表达了实数系的这种性质
。

��有界集合确界存在定理
�

每个非空有上 �下 �界的集合�有唯一的上 �下�确界
。

集合�的上 �下�确界����是这样一个数
，
它满岛

�
。
对于集合�中任 一 数 � ，

都有 、 簇月��簇劝 �

�
。
不论 。��多么小

， �中恒存在一数
� ，
使日一

“
� �簇队

。 簇�� 。 十 。 �

��有限复盖定理�

若闭区间 〔� ，
�〕被开区间族�所复

」
盆

，

则必能从�
，
户选出有限个开区间复盖闭区间 〔� ，

时

��聚点原理
�

任何有界无穷集�至少有一个聚点
。

所谓案点
，
即以�

。
为心的邻域 内

，
�亘有无穷多个点属于�

。

��任何有界数列必有收敛子数列
。

��单调有界数列必有极限
。

��闭区间套定理
�

一

设�
。 � 〔�� ，

�。 〕 ， � “ �， �
， …是一闭区间列 ， ’

之满足
�

�“
�一。 ��。 … 。 ��。 �…

�’ 区间的
一

民度趋于 。 ，
即 ��� 〔�。 一 “ �，〕 二 �，

则存在唯一的实数邑属于一 切区间〔� 二 ，
�

，〕 ，

�
�

��卜 �代〕

即毛任 自�
， ，

。 二 土

并且 ���� � 。 � ��� �
。 �� 邑

。

�� 一书卜 �� 〕 �� 一卜 �沐习

��每个有界的元限集�存在唯一的上限和下限
。
�记作 ��� 二 。 二 �

�

和 ��� � 。 二 ��

���卜 �� � �弓卜 ��



郑 州 工 学 院 学 报

集�的上限�是这样的一个数
，
它满足

� �。
不论

。
��多么小

，
�的几乎所有元素 都 适 合

不等式 �� � 十 � �

�。
不论

。��多法小
，

��柯西收散原理
�

�扫有无穷多个元素适合不等式叉� �一 。 。 ，

数到��
�

�收敛的充分必要条件是对任给正数
。
不论多么小

，
总存在自然性�

，
使得高� ，

���时
，
有

��
二 一 � 。 】� 。

��段德金定理
�

实数集�的任一截割都有界
。

所谓实数集�的一个截割
，
就是把�分成两个非空子集�和

�
，
使满足

�

�“
任一实数必包含在

、

且只包含在两个集�与�中之一个 �

�“
集�中任一数�小于�中任一数�

。

这时称集�为戴割的下部
，
集�叫截割的上部

，
�的截割用�、

，
�� 表示

。

若存在这 样 一

个实数七
，
它或者是下部�中的最大数�这时上部�中无最小数�或者是上部�中的最小数 �此时

�中无最大数�
，
则称这个截割有界， 而各就叫这个截割的界数

。

上述九个定理 �不仅这些�都反映了实数系的连续性�完备性�
，
它们是数学分析的基础 理

论
，
也是研究函数性质的重要工具� 这九个定理实际上是两两相互等价的

，
也就是说从任 何

一个定理出发都能推出其他的定理
。

为了方便起见
，
我们采用下述方案

， 即
。 �

��二���二���二���� � �

八 ��
�飞

�、 尹

���二�� �二�� �二��

这样循环地推证一圈
，
就证明了它们的相互等价性

。
下面就来证明这些定理

�

��二���

证
�
采用勒贝格的方法来证明

。

设 � 帐是区间〔� ， �〕内县有这样性质的点
，

使得 〔� ， � 辛〕 能

被�中有限个开区间 �复盖
。

这样的点
� �总是存在的

�
因为

，
例如左端

�必位于�中某一开 区

间�内
，
所以必存在 �� 。 ，

使 �的邻域 〔� ， � 十 。 �也含于此 �中
，
因此该邻域内的点都 属于这

样的点 �气 设 〔� ，
�〕中这种点 � 辛的全体为�

，
则�是一个数集

。

因为�是有界的�每个
� 带
���

，
由定理��

，
它必有上确界

，
设为�

，
显然

�

�《 �，

从而�是 〔� ，
�〕中的点 ，

故必含于�中的某一开区间� 。 二 ��
，
由中

。

取 ����日
，
由上确 界

的定义
，
�中存在着� � 。 ，

使得 ��� 举 。
��

，
因为 〔� ， 二 � 。 〕能被�中有限个开区间仃复盖

。

故

犷
“ ， “

碘能被有限个开区 ’司复盖�只要在复盖 〔 “ ， ‘
一〕的有限个开区间中再添加一个仃 。

就 行

了�
。

因此�也属于�
。

最后证明� 二 �
。

否则
，
若���

，
则在�

� ，

由中又必有�中的点� 带 ，
这与�是�的上确界

矛盾
。

因此�也属于�
，
即〔� ，

�〕能被�中有限个开区间复盖
。

注意
�

庄有限复盖定理中
，
基本区问 〔 “ ，

�〕足闭的以及�中的区间是开的
，

这两个条 件砍

一不可
。
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��二� ��

用反 证法
。

作闭区间 〔� ，
�〕卫�

。

倘若集�没有一 个聚点
，
则�的每个点都是弧立点

。

现在对 〔� ，
�〕上每个点 �作一充 分小

的邻域��
� ， � �

�
。

使得它或者只包含�的有限个点
，
或者它完全不包含集�的任 何 点

，
所

有艺 二 ���显然复盖区间 〔� ， �〕 。

于是
，
根据定理��可在乙中选出有限个子系�

带 � ��
， ，

�
� ， …�，、

�已经复盖
一

了区间 〔� ，
�〕 。

因为��
，，
�� �， … �� 。

都是有限集
，

故�
二 �� ， �

�� � � … �� 。

也是有限集
。

这与�为无穷集相矛盾
。

于是定理得证
。

��二���

证
�

设已知数列为�
� �

�
，
且对任何

� ，
��

。
�《 � 。

�“
设有无穷多项礼具有同一数值之

。

即 ‘
� 。 � 一 丸

� 二

一 ��
、 二

一 邑
，
其中� ，

�
� �

�… � �
�… ，

则 ��� � �、 一 邑
。

而��
��
�

����

就是我们要找的一个收敛子数列 ，

�“
设�荃

。

�中只有有限多项相同
。

则灌�
。

�是一有界无穷点集
，
由定理��

，
它至 少有一个聚

点
，
设为息

。

由聚点的定义
，
在 �邑一 �

，
息十 ��中

，
有无穷多个属于�

� 。

卜的点
。

我们在其 中 取

一个不等于乙的点
，
记为

二 。 � 。

考虑区间 �七一 去
，
七� 丢�

，

因为这个区间中也应该包含无穷多个 属

于�的点
。

所以可以在其中取一个既不等于色又不等于
�� �

的点
，
记为丸

� 。

我们无 限 制 地上

继续这种步骤
，
一般说来

，
如果互不相同的

、

不等于邑的
、

属于��
。

�的 点 � 。 �，
礼

� ， …几�已 经

�
�

�
�

一
� � · ， 、

� · �

一
·

作出
。

则考虑区间�是
· ，� ‘ ， ， ，

息十
�

六几 �中的
、

属于扭汁的点
，
这种点还是有无 穷 多 的

。

，��囚
� 办，� ‘ 二 力少 垮 、 ’， 、 ， �� �

’ ，
’

�� �
‘ 一 ’ 一 “ � 、 ‘

闪
“ ‘ 一 “ ’ ” � �、 ，· ’

�
‘ ， ， 子，，、

�� ” 尹�� �� �
� 廿 “

所以衬以取一个不同于七
， 、 ， �， � 。 �… 二 ，、

的点
，
记为

� 。 �， �。

这样一来
，
我们就作出 了 一 个

属于�
� �

�的
、

互不相同的点组成的子数列王
� 。 �
�

�

�
，
��

。 、 一 乞�长
一

王
�

。

因此 ��� � �� 二 是
。

����

��二���

证
�
不失一般性

，
不妨假定玉

� 。

�是不减的
，
即

� ，
�

� �… 《 � 。

簇…��，

根据定理��
，
从�

� 。

�中可以选出一收敛于有限极限的子数列魂
� 。 �
�

，
设 �� � 。 、 二 邑‘

�，��
首先证明对任何自然数� ，

必有 � 。

�乞
。
因为若有某一个���息

，
则一切

� 。 ·

其号码� ���者

必有
� 。 �
� ���毛

。

这时若给
。 。
� �� 一 是

，
则对充分大的�

，
只要

� �
��便有� ��

�邑
，
从而

��
。 � 一 引 � � ‘ 一 邑��� 一 邑� � 。

而和� ��、 毛相矛盾 。

故王
� �

�中一切项都不得大于息
。

由于 ��� � ，，、 � 邑
，

�� 。
故�

。
��

， ��，
使得 。 《 毛一 � 。 � 。 。

因而
，
只要 �� ��，

便有
� ，

� � ，，
从而

�《 息一 �

减息一 � 、 � 。 ’

即 ���， � � � 息
。

� �
�

枷 仁》�
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��二���

证
�

设给定闭区间套 〔 “ ，，
�

�

二夕 〔� � ，
��〕卫 …卫 〔� 。 ，

�口卫 …

于是显然有

� ，《 � �《 … 《 � �《 � 。 十 �

��
� 、

因此数列��
�

�不减且有上界
。

根据定理��
，
知 ��� � 。 二 邑存在

。

� 一�卜 �义〕

现在假定�是任一 自然数
，
若

�
��

，
则由于 〔 �， ， �扣 〔 〔�，， ���〕 ，

便有

� 一簇
� 。 《 �、

令
�” 。 ，

而�保持固定
，

由于断�乙

故
��‘ 毛《 �、

这就是说邑〔 〔� 、 ， �、 〕 。

但由于�是任意的
，
故是属于一切闭区间 〔� 。 ，

�
�〕 。

至于数色的唯一性
，

那是非常明显的
。

事实上
，

假定另有一个数乞
‘
�邑也属于一切闭区间

，

即

�
�

�

衷毛�是
尸《 �。

�� 二 �， �
， …�

则对任何
�必有�

，、
一 � 。 》 是尹 一 息� 。 ，

此与 �� ��
。 一 � 。

�� �相矛盾
。

于是定理得证
。

��刁卜 ‘ 洲�

��� ���

证
�
一个闭区间如果它的左半边包含有�的无限多个点

，

而在它的右半边只可能有�的有

限多个点时
，
我们说这个区间是正则的

。

不难看出
，
正则区间的两半中必有一半是正则 的

。

享实上
，
如 果右半区间含有�的无穷多个点

，
那么这一半就是正则的 � 如果右半区间只 含 有

�的有限多个点
，
刃卜么左半区间就是正则的

。

因为集�有界
，

故可作一充分大的闭区间使它完全包含集合�的点
，

我们把它记作△ � ，
显然

八，
是正则的

。

把△ ，
分成两半

，

设△�

是它的两半中正则的那一半
，
同样

，

没八
�

又是八
�
的两半中

正则的那一半
。

一般地说
，
八

� 、 ，
是△。

的两半中正则的那一半�
“ 二 �， �， 一�

。

于是△�， △� ，

…�。 ， …组成一个闭区间套
。

所以根据定理��
，

存在着唯一的公共点�属于一切闭区间
。

我

们要证明�就是集�的上限
。

事实上
， � 。

��
，
由于每个么

。

都包含�
， ，
且△ ，

����� 、 时�。

故只要 �充 分 大时
，
一切

△。

就完全落在�一
。 与�十 。 之间

。

根据△。

的正则性
，
一方面位个△。

含有集�的无限 多 个 点
，

可知�中有无限多个元素满足
�
��

，

一 。 � 另一方面
，
在每个正则区间△�

的右边
，
只可能 有 集

�的有限多个点
，
故�中大于� � �

者
，
为数只能是有限个

。

也就是说�中几乎所有元 素 满足

��� � 。 。

由此可知�确实为集�的上限
。

同一个集合不
一

可能有两个不同的上限
。

倘若不然
，
设集�有两个不同的上限�和�

‘ ，
假

定�
尹
��

。

则给定 。 � 一 �
。

根据上限�的第一个性质
， �中几乎 所 有

�︸一�

元素���
一

卜 “ ，
�

但是
，
另一方面

，

也就是说最多只可能有有限多个元素�》 � � � 二 � 十 �
产 � �

根据上限�
‘
的第二个性质

，

却必须有无限多个�的元素�
，
使得

��� 一 。 一 �， 一

刃产
户
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因而应生矛盾
。

类似地
，
可以证明集�有唯一的下限

。

��二���

证
�

首先根据数列�
� 。

�
�

���限
一

�丁而
� 。 二 �的性质�。

和�
。
可以推出�

�

是��
，

卜的部分极限
。

为此
，

����

需证明能选出收敛于�的子数列�
� ，、 �

。

作一严格递减趋于 。的正数数列笼。
�
�
，
设� 二 �

，

假定序号

� ， � ��� �

�� �
�… �� �一 ，，

已经选出
，
现在说明怎样选取� 、 。

依性质��在
。 二 。 ，

时
，
必能求出对应的序号� � � 、 ，

使 得

对于一切
�
� � �

时有� �

�� � ￡卜，
再由性质�

“ ，
仍假定

。 � 。 �，
并取序号

� �� �

及�
�
�

中较大 者作

为�
尹 ，
对于这样的 。 及�

产 ，
由性质�

。
所得到的

� 产

就取作
� �，

那么
，
一方面

�� ‘

� � 一 ￡�，

而另一方面
，
同

� 。
� � ‘ ，

同时必有

� ，�
�� 十 ��

此外
，
还需注意到

� � �
� � �一 �，

这是因为��� 卜工
’
� � �� � 。

对于用这种方法构成数到笼
� ，�
�的元素

，
必有

��
，�一 ��� 。 、 ��二 �， �

， …�

实际上这就是说
� �氏��

。

因为� �� 。 ，
�自然数�当�� �时

，
有

。 �
� 。 成立��� ��

�

根据定理��
，
让我们先证一个引理

�
即挥列毛�

。

�收敛于�的充分必要条件是

��� � � 二
丝里

� � � �
。

�
，
一卜 〔，。 ���卜 �。

事实上
，
若�

，， �
，

则容易证明一 切部分极限都与它重合
，

而上限和下限都是部分极限
。

故必要性得证
。

反之
，
若一些生

� 。 二 � � ��示
� � ，

则依上
、

下限的性质�。 ，
对 � 。� � ，

河�
，
当 � � �

�
�月卜 ��， �

口月卜 �汉〕

时
，
恒有

即

这就是说��
��
�

�一 。
��

�

��千 ” ，

��
。 一 ��� 。

现在回到定理�� 的证明
�
必要性显然

，
只来证明充分性

。

由于 毛�
�

�是一个柯西数列
，

故对� 。� 。 ，
��

，
当�

， �
� �时

，
恒有

�
�， 一 � 。

��
�，
即

�二 一 。 ��
�

��
� � �

由此立刻可知��
。

�有界
。

根据定理�� 其上限和下限都存在
，
且相差不大于�

�� 由于
。
� �的任

意性
，
因此二者必重合

，
从而推出数列 ��

。

�收敛
。
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��二� ��

证
�
设�

、
�均非空集

，
且对

，
任意

� 〔 � ， �〔 �，
都有

�
��

。

我们来证明 截 割��
， ��

具有唯一的界数邑
，
它或是下部�的最大数

，
或是上部�的最小数

。

令� 、

�分 别为�
、
�中的两个

数
，
则在区间〔� 、

�〕上既有�中的数又有�中的数 ，
且 �是�的下界

， �是�的上 界
。

将 区 间

〔� ， �〕二等分 ，
若装

�。 � ，
则记

白

� � �

�

二 � ， ，
�� 十�

，� 否则
，

记
� 产 � ， 二 �，。

这样一来
，

区间〔� ，
�

，〕上既有�中的数又有�中的数
，�

巨� ，
是�的下界

，

玩是�的上界
。

再将 〔� � ，
��〕二等分

� � � � 〔 �，
则记

� 、 � �
�

二 � �， �
� � ��， 否则

，
记 � ， 二 � � ， � � � � �

�

� ��
。
于 是

〔 � �， ��〕同时含有�和丫中的数 ， �

巨� �是�的下界
� “
��是�的上界

。

无限制地继续这种 步 骤
，

得到两个数列天
� 。

�
，
��

。

�
，
对一切 自然数

�
满足

�

���
二

都是�的下界
， �

�

都是�的上界�

��匕
。 一 � 。 �

�一 �

�
�

�“
��

� 一 � � � ，
�簇 ��

。 一 �
。 、 ，
�簇

因此
，
不难证明数列灌

� 。

�
，
��

。

�都是柯西数列
。

事实上
，

��
。 一 � 二 � ，

�《 ��
。 一 � � 卜 ，

�� �
� � � ， 一 � 。 十 �

卜 …

由条件�
“
得

� �
� 。 � �� ， 一 � ， 十 �

， ， ， � 、 ，
�

�

�

、 气。 一 长夕气 一乏‘币
�

一 十
沙

“ �
� ” 十

，飞� 一 � 。

气
一

套石
一

� � 气��加�

即��
。

�是柯西数列
，
同理可证��

。

�也是柯西数列
。

由定理��知�
� 。

�
，
凌�

。

�都收敛
，
再由 �。

可

知数列王
� 。

�
、

笼�
��

�收敛于同一个数邑
。

最使由�
“
可知毛是�的上界

， �的下界
。

即若息〔 �
，
七是

�的最大数
，
而此时�中无最小数

，
若不然

，

设邑
‘
是�中的最小数

，
由截割定义应有息之梦

。

从

而根揖实数的稠密性
，
必存在一数�， 满足七���邑

‘ 。

由于 �� 勤 而邑是�中的最大数
，
可见

�亡�� 由于��邑
产 ，
同样可知 � 乙�

，
而这是不可能的

，
因为这与截割的定义相违背

。

同样可

以证明
，
若邑〔 � ，

邑是�的最小数
， �厄此时�中无最大数

。

并且毛还是截割��
，
��的唯一的界

数
。

事实上
，
当�
� 邑时

，
由于存在

� 。 〔 � ，
使��� � ，

故
� 〔 � 。

同由
，
当�� 七时

， �〔 丫
。

证

毕
。

由此说明
，
实数的截割不能产生新数

， ’

即实数截割的界数仍是实数
，
也就是说

，
在实数

范围内不再有空隙
。

实数系的这个性质
， 称为它的完备性

，
也称为它的连续性

。

��二� ��

证
�

我们只证明有上界的集合必有上确界
，
下确界的证明类似

。

设集合�有上界
，
令 大

于�中一切数的实数属于�
，
其余的实数属于�

，
易知 ��

，
��构成一实 数截割

，
由定理��知

�下转 ���页�
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四
、

结 论

从三种不同厚度承台模型试验结果看 出
�

�一 �桩基承台主要发生弯曲破坏和剪切破坏
，
共承台底部对角线 中央拉应力最大

，
其

应力数值见表 ���
。

�二 �在施加荷载区域
夕
由于应力集中的影响

夕

经试验数据分析看出
，
与承台底部成

��
。
方向的截面上剪应力最大

，
为了防止开裂

，
此处应布置足够的斜拉钢筋

。

�三 �由对承台厚度� 二 ����� ，
计算跨度 � 二 ������ 内部应力计算结果 〔见表

�� �〕 ，
可以看出

，
承台跨度与厚度之比小于四时

，
若采角一般梁的计算方法

，
将会引起较

大误差
。

初步计算最大应力处
， 光弹试验的结果同按一般梁近似计算的结果比较

，
相差 约

���左右
。

以上结论仅是初步的实验结果
，
欢迎批评指正

。
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截割��
， ��确定实数日

。

现证明�满足上确界定义的两个条件
，
亦即

�。
若� 〔 �，

则 � 《 日，
事实上

，
按截割 ��

，
��的定义

， �中一切数均属于�
。

�。
对任意的令 。 ，

有� 。 〔 �，
适合

� 。
��一

�，
事实上

，
若不存在这种点 � � ，

亦 即 � 中

一切点�都满足�簇日一
。 ，
那么

，
由于日一 冬

一

大于日一
。 ，
从而大于一切的二 ，

按截割 ��
，
��

’ 一” ，，� 一 一
’ 一 ’

一
’

�
�

一
� 一 ’ ，

� ‘ � �

一
‘ ’

一 �
， � 砚 、

一
’ 一 ‘

的定义
，
日一冬 〔 � ，

但因日一 导 �日
，
故仔一二

一

任�
，
矛盾

。

乙 ‘ 乙

最后我们应当注意到
，
若仅限在有理数集上来讨论

，
上述九个定理都不成立

，
也 就 是

说有理数集不是完备集
。

这正是把极限理论建立在完备的实数集是基础上的重要原因之一
。

反映实数系连续性的等价命题多达二十几个
。

上述九个定理来自各个不同的书中
，
但是

还没有见到有哪一本书将这九个定理的等价性作一全面的论证
。
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