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用边界单元法计算重力坝的自振特性
李庆斌 周鸿钧

�水利系 �

提 要

本文把动力方程的惯性力项化为对边界的积分来处理
，
实现了用边界单元法求解重力坝自振特性的过程

，

通过实例计算表明
，
该法的计算精度是令人满意的

�

关键词
�
边界元

，
重力坝

，
自振特性

。

一
、

引 言

在多地震地区
，
动力设计是结构设计的重要一环

，
特别是对于象水工结构这样一类一旦

失事将造成重大损失的结构物来说
�

动力设计将显得格外重要
。

在我国
，
虽然因为地震而引

起大坝失事的先例较少
，
但其危害相当严重

，
因此

，
在结构设计中采取恰当的抗震措施是非

常重要的
。

然而这种措施的采用往往建立在结构动力计算的基础上
，
因此

，
长期以来人们在

不断寻求着动力计算的合理方法
。

六十年代发展起来的边界单元法以它明显的优点愈来愈引起
�

人们的广泛重视
。

在静力方

面的应用 日渐成熟
，
而在动力方面的应用尚不够完善

，
特别是在我国尚未见诸文献

。

本文 旨

在引进动力边界元方法
，

起到抛砖引玉的作用
。

动力边界元法大致可分为两类
，
一类是

“
行列式搜索法 ” ，

一类是
“
域内积分转化

法 ” 。

前者通过变换处理
，
所得特征方程中含有复数

，

计算工作量大
，

程序设计麻烦 � 后者

是把惯性力项化为边界项来处理
，

所得特征方程属标准的代数特征值问题
，
给程序设计带来

了方便
。

本文采用
“
域内积分转化法

”
计算重力坝 自振特性

，
在计算中采用了下述几个基本假

定
�

�
。

坝体材料均质等向线弹性假定
。

即认为坝体是由均质的各向同性材料组成的
，
且其

变形微小
，
振动是微幅振动

。

�
�

平面问题假定
。

该假定认为各坝段相互独立
，
坝轴变形微小

，
将其作为平面结构来

考虑
。

�
�

刚性地基假定
。

本假定认为重力坝的基础不产生变形
，
其下端可按固支来处理

。

二
、

动力边界元理论
�

。

控制方程
�

对于各项同性的均质弹性体
，
在简谐振动的情况下

，
其运动微分方程可以表示为

���，�� �� ���� � ��一 ��

其中

�本文����年��月��日收到
。
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��是位移分量
，

在二维问题中为
�二 、 ���

氏，为应力分量
，
二维情况下为�

二 、
�了

、
几

，�

。 是系统的自振园频率
， � 是弹性体的质量密度

。

边界条件� � �
� 十 ��

可以表示为

���� �� �， � 〔 � ，

���� � “ �， � 〔 ��

并且满足

��� �����

这里
， �� 是�的外法线方向

，
�� 是�的面力分量

，
在二维问题中为��

、
好

。

�
。

积分方程的建立
�

我们记著名的���
���解答为

��一��

��一��

�、�
� �

�兀� ��一 � �
〔 乙七���� 一 ���� �� �� �，�� 〕 ��一��

�、� 二

一月一
，
了��、 一 �、 ��。 ，�、 一 �，�，�一 〔 、 、 、 ��一 、 �� ��、 �、 〕 �二�二�

�兀 � � 一 � 少

��一��

若用加权残数法
，
并以�

��作为权 函数
，
则 ��一��式的残数方程可以写为

丁
。 ‘�，，，����。 � � � �

�
。 ·�����。 � 。

��一��

对 ��一��
’

式中的第一项积分
，
采用于静力边界元相同的处理

，
可将其化为对边界的积

分
�

几
���

，�� ���。 � 一 �、�·��� � �

�
， � 、���

，
��，�������

�
。 �����

，
�，·� ‘ �，�� ��一��

将 ��一��

�����

式代六 ��一��式
，
可以得到

�

十 ��

�� � �

�

几
� 、�

丁
� �����

，
�，‘���，�� �

��
， � ����� ���

丁
� �����

，
�，·� ‘ �，�� �

��一��

由上式可以看出
，
��一�� 式中不仅包含了边界上的未知量�� ���

、 �� ���
，
而 且还

包含了域内点的位移�� ���
，
如果直接在域内积分

，
不仅会造成运算量的增加

，
而且还 会

增加未知数的个数
，
从而使问题复杂化

。

为了避免这种现象
，
我们将采用一种近似方法将其

化为在边界上的积分
。

�
。

域内积分的近似处理
�

为了把式 ��一�� 中的域内积分化为对边界的积分
，
可把域内位移表示为一些简单函数

的线性组合
，
并记这些简单函数为�� ��� �� 代表函数的个数�

，
则

认� ��� � � 、 、����� ��一��
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这里���是待定参数
， �二 �， �� �� �

， �， … ， 。 。

将式 ��一�� 代入式 ��一�� 中的域内积分
，
则

几
��、 ��

， ·� · 、 �·��� � � 、�

�
。 �二 �·� �

�� ��
， ·��。

��一���

比较式 ��一�� 及式 ��一 ��� 的形式和意义
，
不难发现

，
如果我们能求得一个位移场�����及

相应的应力场巧�二，
且满足

�云一��， 二 �� 乙���� ��一���

我们就可以与 ��一�� 式类似地将域内积分化为对边界的积分
，

其结果可以写成

��汤

丁
。 ‘， �·� �� ��

，
���。 一 �，，、 一 �、 、 、，�、 ��� �

�

丁
� ��� ��

，
���，，‘ ����‘

， 一

弃
��� ‘� ，

�� ” ��“ ���� 。

��一���

其中

����� �一 二�二

��一���代入式 ��一��

��一���

即可得到动力平衡方程的积分形式
�

� ����� 十

丁
� ��� ��

，
�� ·、 �����

� 、� ��
，
�� ���� ����� 一

�����

把式 ��一�� 及式

�� ��� ��� � 丁
� �“ ‘ “ ，

� ��
一 ���中

，�� ��� �

一

工
� �‘� ��

，
�� 、 』�、 �����

·

�仪
��

��一���

�
�

边界元方程的建立
�

与静力边界元类似
，
我们引入形函数对边界节点未知量进行插值

，
然后通过高斯积分

，

可以得出用矩阵表示的边界元动力平衡方程
�

〔� 〕 �� 卜一 〔�〕 ��卜� �� �
�一 〔� 〕〔中〕 � 〔�〕〔�〕� �

·

� 卜 ��一���

值得指出的是我们对节点上的已知值 中和 �也进行了与
� 和 �同阶的插值

，
这样使得

系数矩阵〔� 〕 、 〔�〕只需进行一次计算
。

但是
，
式 ��一���中仍然包含有未知数 谧� �

，
为了得以消除

，
我们利用关系式

谧
。 卜� 〔�〕 �� 争 �一���

若〔�〕中各元素相互独立，

〔 � 〕 一 ’ ，
则有

谧� ��� 〔�〕 ��

且阶数等于边界节点数
，
则 〔�〕是可逆的

。

若记其逆为 〔�〕 �

��一���

把 ��一��� 式代入 ��一���式中
，
可以得到

〔� 〕 �� 卜一 〔�〕 ���� � 。 “
�一 〔� 〕 〔小〕 � 〔�〕〔�〕�

· 〔�〕 �� 卜 ��一���

〔� 〕 “ � �一 〔� 〕〔中〕 � 〔�〕 〔�〕�
一 〔�〕

��一���按两种边界写成分块形式为
�

��一���

记式若则
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一

厂
� ‘ � �曰

、

�
厂

� ��� � � � 夕 �

一
�� �

�� 、 �

�
�了�

�
� ‘ ’

气 � 幻

�王 ��

� ��

‘

� �

� � �

�
��

�
，�

��一���
�

� �

�了…��
�

将边界条件 ��一��

〔� 〕 考�
�

� �� 、 一
� �

‘

代入式 ��一���中
，
消去 ��

�

卜后
，
得

� 。 “ 〔� 〕�� �

� ��一���

式中

〔� 〕 � 〔� ��〕 一 〔� � ，〕〔� �， 〕 一 ’ 〔� 工 �〕

〔� 〕 � 〔� � 。 〕 一 〔� 。 ，〕 〔� ， ，〕 一 ‘ 〔� ，�〕

��一���

式 ��一���即为所求的自振问题的特征方程
。

根据矩阵特征值理论
，

的自振频率及相应的主振型
。

�
�

域内位移近似公式
�

��一���

可以求出该 物 体

如前所述
，
为了近似处理域内的位移

，
需要假设一系列的近似函数来代替位移

。

为了便

于计算和进行处理
，
同时满足式 ��一���

，
我们假设下列两个函数

�

����� ��� � � ��一���

这里 �是一个适当选择的常数
。

求得其对应的满足 ��一��� 式的 函数 冲和�为

中
��

�一 ��

� ��一 ���
�� ，� 、

��一���

����
��

�一 �丫
� �一��

十 工二兰竺
一

�一 �丫
� �

、 �� �� �� ���� ������一� ��一���

式中� 、
是点� 、到� 间的坐标分量

， ��是边界的外法线方向
。

����� ���
� � ��，， ��

式中� ���
， ��是��到�间的距离

。

求得

��一���

�一 ��� � � �
� 。 �� ��

甲��
‘

一 石蔽互石万石了八 。 � 一 感石己
一

瓦二万了几
孟
内 ��一���

��� 一 ��� � 一 �� 。 ��

� ，，，，，

—
�找 盖 ���

����一 �，� 又�一 ��

�一 ��
�
护

一
�� ��一 ��

� ��
��二各���

� � �� 一� 一
�

�� ��一 ��

� �� �� 川 �口

�
��一���

当然
，
我们还可以选取别的 函数来代替域内位移

，
这里不再列举

。

三
、

实 例 计 算

为了考查方法的可靠性及计算精度
，
我们在 ��� ����� 机上用����� 。 。 语言编制

了计算程序
，
该机内存为 �����

，
时钟频率为 ����

。

在内存小速度慢的条件下
，
我们采
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用了程序复盖及分段执行的办法
，
最终使程序得 以实现

。

针对本法中大型非对称满阵的特征

值问题
，
采用了幂法与穷举法相结合的方法进行求解

，
化去了大约���的计算机时

。

关于该程序的计算精度
，
我们曾对文 〔 �〕中的方形平面一边固支结构进行了标定

。

结果

列于表 �中
，
与有限元法相比

，
前三阶频率在 ��以内

，
两者基本一致

。

表 � 方板频率计算表

振 雪 号

有限元法 � �
�

��

边界元法 � ��
�

��

��
�

��

��
�

��

��
�

��

��
。

�里

误 差 � �
�

�写 �
�

�� �
�

�写

本文利用此程序计算了几座表 �所示尺寸的重力坝
，
假定上游面直立

，
计算结果列于表

�
。

例中所用材料参数 � � �
�

����
�， � “ �� ��

����
�， � � �

�

��
。

计算中采用 �� 个节

点
，
其中固支边占��个节点

，
上游边占��个支点

，
求解矩阵 〔 � 〕 、 〔 � 〕时，

为了便于角

点处理
，
程序中采用线性单元

。

对于高阶振动频率
，
由于没有引入域内点的位移参量作为未知数

，
使坝的总刚度降低

，

其误差较大
，
特别对高坝愈加明显

，
这里没有列出计算结果

。

重力坝的特征尺寸表

�������������������������������� 五五

��
一一一一一一一

�
� ��

一一
勺勺 八

���一二只一一一

���������
‘‘ 。

���

二二
�

��� 止 一 ���

、、 ��� ，�

一
� �一 �

， ，叫�， �������

工工�
�

��� ��
�

��� �
，

���

一一一�

场匕竺竺
�弓弓尸���

认认认

图 �
�

重力坝尺寸图

队队伙
节工报型 带�振熨 举皿派里

一二
·

，图 �
，

重力坝振型图
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表 �
。

孟力坝在空库情况下的振动圆颇率

振 型

谕髯…否 �
，

��� ���
�

� ���
�

� ���
。

�

�坝

�坝

��� ���
。

� �吕�
�

�
���

�

� … ���
� 。

��� ��
�

� ���
。

�

��� ��
�

� ��
�

� ���
。

�

一 一一
��� ��

�

� ��
�

���

�

�
口�一卜﹂州

八目
，�

工��一，止︸八甲�

�
�坝

��� ��
�

� ��
�

�

由于动力边界元法的计算机时较多
，

下结论 ，

结 语

我们仅计算了不多几个结果
。

通过计算初步得 出以

�
�

用边界单元法求解动力问题可以和静力问题的程序设计类似
，
而且可以和静力计算

同时进行
，
这样可以避免计算矩阵〔 � 〕 、 〔 � 〕的重复性工作

。

�
�

用边界单元法求解动力问题的质量矩阵仅是一些函数的简单推演
，
避免了有限元法

形成质量矩阵的烦琐计算
。

�
�

本法所形成的特征方程属标准的代数特征值问题
，
给程序设计带来了方便

。

�
�

一般而言
，
边界元法计算的 自振频率较有限元法为小

，
可能是刚度相对降低的结

果
。

然而
，
本法做为一种工程实际的应用方法

，
其机时似乎稍多

。

因此
，
必须对该法的计 算

技巧进行研究
，
以提高方法的应用效率

。

作者还对坝与水藕振问题进行了研究
，
限于篇嚼 详见 另文

。
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△
� 〔 � 一 ‘ �一 ��� 〕 乙

� � � 〔 �一 ‘�一 ������〕 卜 ����

在基本公式 ��� ����或 ����
、

��了�中用
一

�
���代����得到偏心受拉矩形截面的 一

般抗裂公式
。

对轴拉构件
，
将�� �

，
�

� 二 �
、
�

�� 二 �
、 � ，‘ � 。 ， � ��

· 。 �‘

代入式 ���
，
并 以

一
�

��。

代

�
‘
�’ ，

则得轴拉构件的抗裂计算公式为
�

�
。 。 。 � ��乙� ��

、 ‘ � �
�

��二 。 ‘�
����

四
、

结 论

以受拉边缘极限应变为控制参数在平截面假定的基础上推导的混凝土
、

钢筋混凝土和预

应力混凝上构件在受弯条件下的塑性系数计算公式 以及偏压
、

偏拉和轴心受拉条件下的抗裂

计算公式
，
有效地考虑了混凝上和纲筋的作用

，

意义明确 � 对由上升段和下降段组成的受拉

混凝土应力应变关系
。

以应变作为开裂标志较应力更为合理
。

尽管公式比较繁琐
，
但结合小

型电子计算机在已知受拉极限应变的情况下其实用性不受影响
。
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