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单元复相系的平衡条件和平衡的稳定条件

孙延日���

�数学力学系 �

提 要

本文根据
“
平衡态均匀物质系统的体积无偿自发收缩不可能

” �为新命题
，
导出平衡的体积判据

，
并讨论 了

复相平衡系的平衡条件和稳定条件
。
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一
、

��� 舀

在文献 〔 � 〕中论述的新命题 �假设 �，
原文叙述如下

�

�
、

任何平衡态的均匀物质系统内部
，
假若其温度和压强都大于零

，
如果没有 任 何形式

能量的转换
，
其体积缩小而在其周围外界又没有引起任何其它变化是不可能的

。

�
、

对于一个满足以上题设条件的
，
可以用两个独立参量描述的均匀系统

，
若经历 一 个

可逆绝热过程则体积不变
，
经历一个不可逆绝热过程则体积不变或增大

。

如果我们把符合全部新命题题设条件的均匀物质系统的体积缩小称为无偿自发收缩
，
反

之其体积膨胀称为无偿 自发膨胀
，
则新命题的第一部分就可 以简单地叙述为

“
平衡态均匀物

质系统的体积无偿自发收缩是不可能的
” 。

显然
，
这里所说的均匀系指的是封闭系或孤立系

，
而且是 单相系

，
但对于组元数并未加

任何限制
，
其它有些问题的说明请首文献 〔�〕，

不再赘述
。

本文讨论新命题在复相平衡中的应用
。

二
、

新命题与平衡判据

根据新命题可以导出一个平衡判据一一体积封据
，
首先讨论孤立的均匀系统

，
考虑一个

简单的精况
，

其总能量中只包含内能并且可 以用两个独立变数描述的均匀系
，
由于孤立

，
则

必然和外界既无物质交换
，
也无任何形式能量交换

，
从而系统的克分子数�

，
内 能 � 都 不

变
，
系统既不 以传热的方式和外界交换能量 �简称无热交换 �

，
也不 以作功的方式交换能量

�简称无功交换�
，

故其体积�必然不变
，

从热力学第二定律的基本方程
� ��� 二 ���一 ��

，

可以看出
，
如果选�与�作为独立变数

，
则体 积 �为 � 与 � �纽勺夏函 数

，
依 新 命 题

，
温 度

���
，
压强�� �，

今既知�与�
一

都不变
，
故知嫡�也不变 � 翻过来

，
若 �与�都不 变

，
则必

有�不变
。

另一方面
，
依新命题

，
孤立的均匀系统

，
处于平衡态时

，
其体积不可能无偿自发

缩小 只能不变或增大
，
既然不能再减小

，
可知其平衡态的体积为最小

。

总之
，

本文����年�月收到

可以说
，

孤
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立的均匀系
，
在内能和嫡不变的条件下

，
对于各种可能的变动说

，
平衡态的体积最小

。

其次
，
我们考虑一个封闭的均匀系统

，
对于这种单元系

，
有

乙� � �
，

式中�为系统的总克分子数
。

我们用符号 乙表示无穷小的虚变动
，
下同

。

设想这个系统 中也

只包含内能并且可 以用两个独立变数 ��除外 �描述
。

根据新命题
，
若内能不变

，
又在其 周

围外界没有引起任何其它变化
，
则系统处于平衡态时

，
体积只能增大或不变而不能减小

，
可

见其平衡态的体积为最小
。

既然不在外界引起任何其它变化
，
当然外界的嫡也不变

，
如果把

系统和外界合起来看成一个孤立系
，
对于各种 可能发生的

一

可逆过程来说
，
一个孤立系的总嫡

是不变的
，
因此

，
系统的炳 也是不变的

，
翻过来

，
如果系统的内能和嫡都不变

，
则从热力学

第二定律的基本方程
，
并考虑到依新命题压强大于零

，
立即看出

，
其体积也 不 变

。

也 就 是

各� 二 �，
这恰好是依新命 题 导出的体积�为最小所应满足的必须条件

，
总结以上的 讨 论

，

可 以作出结论如下
�

一个封闭的均匀系统
，
假定其内能和嫡不变

，
对于各种可能的变动来说

，
平衡态的体积

为最小
， 以式表之

，
则为

在 乙� � 。 ，
己日 � �，

乙�� �的条件下
，

必有 乙� � �和 己�
���

。

三
、

推广到单元复相系

前节的讨论限于单相系
，
可以把它的结论推广到单元复相系

，
一个封闭的复相系

，
必然

总克分子数不变
，
即 乙� 二 �

由于要一个复相系达到平衡
，
必须它的每一相都各自达到平衡

，
否则整个系统就不可 能

达到平衡
，
复相系的每一相都是开放系统

，
它可以与其外界有物质交流

，
从而其克分 子数是

可变的
，
因此

，
对于�相

，
热力学第二定律的表示式应为 �

“
��

“ 二 �
“
��

“ 一 ��
“ � 衅��

。 ，
洲

为�相的化学势
， 式中其它各物理量也都是�相的

。

但是
，
已经达到平衡态的开放系

，
宏 观

地看
，
其各种变化均停止

，
它和外界的任何物质交流也都停止

，
因而其克分子数不变

，
故此

时可以把它看成是一个封闭系统
。
于是根据前节中最后结论

一

可知
，
对于� 相

，
如 果 其 内 能

�
‘ 、

嫡��和克分子数�
�

都不变
，
则对于各种可能的变动说

，
平衡态的体积�

。

为最小
。

以 式

表之
，
有

若 乙�
“ � �，

各�
“ � �， 乙�

� � �，

则有 各�
� � �

，
己“
�

�

��
。

设此复相系的总内能� � 写 �
“ ，
总嫡�二 刀 �

�，
总克分子数� 二 乙 �

�，
总体积 � � 习 �

“ ，

则必有
二 乙 乙�

� � �，

“

弓
� �，

��
心�各

�� � � � �，
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吕� � � 各�
� � �

，

邑�� � 乙 乙乞�
�

� �
。

四
、

单元复相系的平衡条件

上节结论作为平衡判据可以陈述如 卜
�

一个单元复相系
，
设总能量只包含内能一种

，
在其总内能

、

总嫡和总克分子数不变的条

件下
，
对于各种可能的变动说

，
平衡态的总体积最小

。

根据上述平衡判据导出单元复相系的平衡条件
。

我们假定所讨论的单元系有三相存在
，
即� � �， �，

�， 设 ��和
�

伪
�相的一克分子 的 嫡

和内能
， �

“

为�相的克分子数
，
则复相系的总内能

、

总嫡和总克分子数为

� 二 乙 �
·� �，

�二 乙 �
·�·，

� � 乙 �
· ‘

���

设俨为�相的一克分子的体积
，
则俨是

�。

和��的函数
，
而总体积为

� � 兄�
� ” �

我们求在�
，
�

，
�不变的情形 下

，
�是极小的条件

，
显然

，
这是一个条件极值的 问 题

。

在

条件

乙� � �，
�� �

各�� �，
���

乙� � �，
�� �

之下
，
�是极值的必要条件为

乙� � �
，

���

根据拉格朗日乘子法
，

���式相加
，
得

用
�

�
，

， � �
、 ， ，

拼 、 ，、 。 ，，
希

， � 、

、 一 石 ， 刃目 气 一 干子
� ， 夕〕 刀��刁忆 气 。 ，

� 厂

���和 �。 �三 式 并 和

乙� �

乍
。 � 一

井
。 �一

皆
。 � 二 。 ，

用� �����乘等式的两端
，
得

� 乙� � 己� 一 � 各�一 卜 各� � �
，

式中�
，
�

， 林分别是平衡态的温度
，
压强和化学势

，
于是�是极小的充足条件为

� 乙� � 各� 一 � 乙�一 协 各� � �，

和 � 乙“ � � 各�� 一 � 乙“
�一 协 乙“ �� �

。

由于
。 “

是 �。

和� “

的函数
，
根据热力学第二定律有

�
�

乙�
� � �

�

各�
“ 一 乙�

口，

���

���

���

�
几 。 。

�
。 ” 一 “ 孙

。 “
一 砰

� � � ���
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其中�
“

和�
“

是�相的温度和压强
。

现在 乙� � 名�
�

乙。
� � 乙 ��

各�
� ，

����年

乙� � 乙 �
�

乙�
� � 乙 � �

各�
“ ，

各�二 云 �
“
乙�

� � 艺 �� 各�
��

色� � � 乙��，

将上式代入 ���式并应用 ���式
，
以�

�

乘之
，
并略去求和符号下的� ，

得

万�
�

���
� 一 �

�

� � 各�
� � � �

“
��

� 一 � � 各�
“

� 兄 ��
� 一 ��“ � �俨 一 林��

�

色�
� � �

。

令每个微分系数都等于零
，
得平衡条件为

��
�
一 �

“
� � �， �

� 一 �� �， �� 一 ��� � �℃ ， 一 件 � �， � � �
， �， �

。

由第二式
，
得�� � �

，
代入第一式

，
得�

“ 二 �，
由第三式

，
得

。 “ 一 ��
“ � �俨 二 林，

如果令衅表示�相的化学势
，
则此式可写为衅 二 件，

总 起来

平衡条件为

�
“ � �

，
�

� 二 �， 卜
� � 林， � � �， �， �

。
���

五
、

单元复相系平衡的稳定条件

由不等式 ���导出平衡的稳定条件如下
�

对�
，
�

，
�和�求二阶微分

，
得

乙“� 二 兄 �
“
各“ ” � � �艺 各�

。
乙�

。 � 乙 ℃ �

乙�
��

冬�� � ��
�

乙�
� � �� 各�

。
乙�

� � 名 � “
乙�

�，

乙么�� � �
“
乙�

“ � �乙 乙�
。
乙�

� � 艺 �� 各�
�，

乙�� � 艺 乙��
��

将上述各式
、
���式 以及砂的二阶微分表示式代入不等式 ���

，
整理后得

艺�
。

笼�
��

�

�
�

一 � �

，
�

， 、 。 ， 。 ，
� 尸 。 ，

�
“ 、 ， � 。 ，

�
、 。 。 、 、

� 一 �

一 、 孙
一 土 少 。 一 � 甲 上 七 。 、 孙

， “ � 一 � 气�
。 � �� 一

� 少

十 �� 各�
。

��节一
� ’��

，

�
� 、 ‘ � 、

�
， 。 � � �

��“ 一 � 。 一 � � 乙�
“
全� 乙 �

‘
州 �

厂 一

毛��。 “ 一 ��“ � � “
�一 卜 ���

已知�
� � �， �

� 二 �， �二
‘ 一 ��“ � � “ � 林， � � �

， �， �，

故有
��

�

�
�

�
�

�
� � ， � ， �

一 � � �， 子石 一 �� �， 厂℃ ’ 一 ��“ � � “ 一 林 � �，

� 一

所以上式可简化为
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一
、 。

� ， 。 ，

�
� 、 。 � 。 ，

�
、 。 � 、 、 �

‘ 曰
‘ ’

�
一

� 。 吸户 � 。 � 一 。 叹�
。 声 。 � 一�户 � ���

由于单单只改变了广延量�
“ ，
那么原来的平衡态将依然保持

，
因此 ���式对任意的正数 �

都成立
。

考虑到���
，
则 ���式中每一项都不能为负

，
所以对每一 �都有

。 ，

�
� 、 。 � 。 ，

�
， 、 。 、 �

。 �孙 少 。 �“ 一 。 �户
。 ， 。 旷户�

，

显然
，
不能所有各相同时有等号

，
否则违反 ���式

。

又 乙�
�
‘ 弓 ‘ 少 二
厂�

乙�
�

代入 ���式并以 ��
�

�

一 �
�

乙�
�

各�
。

取不等号并省去标符�，

为
‘

����
� ’

“
乘不等式

，

。 ，

�
� 、

。 �户
“ 少

得

�
�

��
“

��
�

��

己�
�

�
“

卜�
�

乙�
�

乙�
� � 乙�

�

乙�
�》 ��

���

��
，
�

只要记住所涉及的物理量都是指一个均匀系的
，
则 ��‘ �式可 简化

一 � 己� �� � � �� 己。
一

卜 各� 各���

若选
�、 �为独立变数， 则有

��
万
�

乙� 二

豁
乙 � �

豁
、 �，

右卜犷
。 � 十

丫
。�’

代入 ��
“
�式

，
整理后得

〔 一 ��
嘿
�

· � � �

箕
�

· 〕 � 。 � �� � 〔 ， � �
豁

�
、 � � �。 �

�
� �

� �
�〕 。

各� 己� � � � 己� �
“
��

、声�
�

�一

根据热力学第二定律
，
有

�飞，�
�

」

百
� “ �告

“ �，

若�。
为全微分

，
则必有

，

�
、

�
‘

人卫了’ ， “ ‘
�

、 、

� 气 一 于� 少 、
�

一
�一

一

三 一二

�
�

声
一 〔 ” �
翼

，一 � �

豁
， ， 。 �

、

一
�

�

万
， � �� �

因�今
。 ， ··�

� �
·

豁
�

� 一 ��

韶
，

于是平衡的稳定条件变成

， 。 �
、

一 �
一

石丁
�

， � � �，

〔��
豁

�‘ 。 � 。 �
一 � � 二二

口万

�
。 〕 � 乙� �

“ � ��
。 � �血 。 � �� � �

韶
， ‘

�� �含
� �

���
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或

�一 � �

贯
���

，

���

丫
，
���

拿

廿‘、、尹
亡�一�。﹂于�一

��
�

八�尸一﹄
、‘叫

��、�习
、、叮口、�

�
、

���
。 ，。

����丫仪

尸但因
�
钾’
刁�

�
叮

一 �
丝 �“

�� ��

���
，

刁��

又知
� �色��

一 �

刁�

所�拱 一 �

�
飞二

���，
�

、

一 少可知必 须 有 ‘
说 � �，

总之
，
要使 ���式对任意的 各�和 乙�都成立

，
则必有

� �
。 �

、
币

�

一
一

少 一 �
刁�

�“ �

� 、 ��
� “

�� ���
����

这就是平衡的稳定条件
，
如果上面两个条件和平衡条件都能得到满足

，
则其体积一 定 是 极

小
，
而平衡态将是稳定的

。

对于理想气体
，
可以很容易地证明上面两个条件常能得到满足

。

如果两个独立变数的选法不同
，
则稳定条件也可以表为其它形式

。

用类似的办法可以讨

论多元复相系的平衡条件和平衡的稳定条件
，
本文不再论述

。

从以上讨论
， �

可以看出
，

根据

新命题导出的平衡判据一一体积判据和热力学中常用的嫡判据
，
能量判据在推导平衡的必要

条件以及平衡的稳定条件上有等效的作用
。

这是因为对于一个孤立的 可以用两个独立变数

描述的均匀系来说
，
嫡增加原理能从新命题导出

。
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