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变压器铁心磁场的有限元分析
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握 要

本文介绍了变压器铁心磁场的有限元分析原理
，
并且详尽地推导出计算过程

。
刘于一类非线性方程组

� �� �� 二 �
，

构造了一步松驰直接迭代格式

� �
�
�� � ��

一 ’ �� �
“
�� �

一 ‘ �� �， 一 ‘ �� �
一 ‘ ��� ��一 。 �� �

�一 ’
�，

在此
，
�又�� ��一 ‘ �� � � 一 � 一 �

�

关链饲
�

磁场计算

目前
，
随着电力工业的发展

，
如何降低变压器的损耗已成为国际上都在关注的向题

。
根

据 日本����年财政年度的计算
，
变压器的空载损耗约占整个电力系统损耗的�

。
��

，
约���亿

度 电
，
这 些电力相当于一座����兆瓦电站在一年内满发的电能

。
����年美国的配电变压器

空载损耗为���亿度电
，
相当于美国的四个有���万人 口城市的用电量

。

这些均表明降低空载

损耗的重要性
。

因此
，
空载损耗已经成为评价一个变压器的结构是否合理的一项重要内容

。

利用有限元方法可以方便迅速地计算出变压器铁心磁通分布和空载单位损耗分布
，
以帮

助判断一种变压器结构新设想的合理性
。

因此
，
有限元法必将在节能变压器设计中发挥重要

作用
。

一
、

变压器铁心磁场的基本方程及边界条件

根据磁通连续性原理和安培环路定理
，

中�
·

�� � �
，

小�
�

��� 名�
。

其中
，
�和�分别是磁通密度和磁场强度

，

方程 ��
�

��和 ��� ��的微分形式是

�
�

� � ��

有

��
。
��

��
。
��

�是包含在场域中的传导电流
。

� � � � 乙
，

在此 各是场域内的电流密度
。

由于变压器铁心内部磁场是无流场
，

� � ��� �
。

��
。
��

��
。
��

耳�各� �
，
故 �一��式为

��
。
��
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根据向量分析
，

任意向量的旋度的散度恒等于零
，

�
�

� � �二 �
。

没任意向量为�
，

则

��
。

��

由 “
· “ ’ 和 “ 啤�才

之
一

显然
， ” 可终气秀成

卜 �二 � � �
。 ‘ 三

· ’

��
�

��

由此可见
，
如能找到函数�

，
它与�的关系有式 ��

�

��
，
那么这一函数无论在 有 电 流

处或是无电流处都能存在
。

我们称�为矢量位函数
，
简称磁矢

。

三相变压器铁心磁场是一个非均匀各向异性向量场
。
由于叠片接缝的影响

，
常常作为三

维 场 进 行分析
。

但是
，
如果假设沿叠片方向磁通分布基本不变

，
则可当成二维问题进行计

算
，
其结果差别不大

。

这时磁矢�仅含�向分量
，
即� � ��。

对于各向异性磁场
，
磁通密度和磁场强度可用能量表示的磁导率

�

林， � 〔
卜，二 �

� 林，� ��
。
��

联系起来
，
林� 二

和 卜‘ ，
分别为林�

在局部主轴方向的分量
，
因此

�
， � 件‘

�
， ，

��
。
��

运算厂�
尹

形式上同矩阵与列向量相乘是一样的
。

设整体坐标系为� 、
�

，
它与局部主轴方向的偏角为�

，
则整体坐标系下的�

、
�和局部坐

标系下的�
产 、
�

产

有以下关系
一
奋

� 卜 �
· �

了 � ��
�

�
尹 � ��

其中
，
手 ‘

�� ��
一 ����

‘ ���
����

由丈�
。
��和 ��

〕为单位张量
。

林�

�� � 一 。 产� 一 〔 居彗
〕，

� � 卜‘ 二�����
’

� 卜‘ ，。
‘

���
�
，

��
。
���

片
︸

中

。

得式

�� �卜
产二 一 林，，

�。 ����� ��
，

林‘ 二“ �� “
�� 协，���� “

�
。

特别
，
当�二 �时

，
即局部坐标与整体坐标同向时

，
交叉祸合因子�� �

，
则

��
。
��

��︸
护�‘

一一卜

显然
， 卜

二 � �，

由 ��
。
�

乍
卜了 � ��

��
�

��
、
��

�

���和 ��
。
���得

�一晰渔
一

� �
一

丛
�

� �— �
刁�

。 �

才 �� �， ��
。
���

方程 ��
。
���便是磁矢�在变压器铁心磁场内应满足的方程

。

在忽略磁漏的假设下
，
其边 界

条件是
� �在叠片的内

、

外边界�
�

和�
�
�如图��上有

� 二 �
，

��
�

���
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�为定值，

��在叠片的中性线�� �即�
。 �上

，
满足第二类

，
齐次边界条件

，
即

。
鑫

� 。

刁 �
��

。
��

方程 ��
�

���和边界条件 ��
。
�� �

、

��
�

�� �构成了求解变压器铁心磁场的 磁 矢

�的定解问题
。

二
、

有限元分析
所谓有限元法

，
简言之

，
就是寻求未知函数�

，
使它在所考虑的计算域上满足方程

��
�

�� �及其边界条件 ��
�

�� �
、
��

�

���
，
函数�是一种近似解

，
通常表为

� � 乙����
。

��
。
��

其中
，
��是通过 自变量 � 、

�给定的形状函数
，
而参数�� 全部或一部分是待求的未知量

。

因为方程 ��
�

�� �在计算域 �上处处成立
，
故有

�少亏
。
鑫

�

去
二

琴卜豪
�

去
，

爵
，〕�·�� 二 “ 。

��
。
��

易证
，

方程 ��
�

��对一切�都满足就等价于方程 ��
�

�� �及其边界条件 ��
�

���
、

��
。

�� �得到满足
。

利用格林公式
，
通过选择适当的�

，
使其在�

�

和�
�
上有�

化为求解方程

沙黔去
二

分
·

盯
‘
乱里多 �〕���， �� �

��

� �， 问题便

��

在此
，
边界�

�

上的条件
癸

� ” 自然得到满几

为求 ��
�

��的近似解
，
首先需将计算域 口剖分为若干个三角形单元

，
使在每个 这 样的

单元中只有一种磁导串
。

设 � �
� ， � �在每个三角形单元中线性变化

，
在顶点为 � ��、， �、 �

、
� ���

，
�� �

、

� �� 二 ， �。 �的三角形单元�
�

上 �如图��有

� �
� � 人 ， � 少 ‘

丽�
‘· � ，‘ ，。 气 ‘�，盖 宁 弓，� 一 。 ‘�匕 ‘

�

拉
。

丫
” ’�’‘

劫月算中
，

乞
、 二 � � 一 � ��

月�� ��一 �二，

� �一 � 口 ，

�。 一 ��
�

毛
。 �� � �一 � 、 ，

月。 � �‘ 一 ���
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�� �� � ��� 一 � 二��
，
�� �� �二��一 � ��二， �� 。 � � ���一 � 一��，

� � �� �

�
‘

△。 � 全 � 二 � �

一
一

� �

��
� �。

显然
，
在此线性变换下

，

根据伽辽金法
，
取�

�
，
�

，
�逆时针方向

， △ 。

为正
，
顺时针方向

， △ 。

为负
。

该单元中各点磁密相等
，

二 ��
。

将�代入 ��
。
��

因此入
，
晰在各单元中也相同

。

得到一组代数方程

��
〔二 。 、 扭

。 。 � 卜
� 刁�

�

着几
。

�
〔
贵 丛 ��

业
�

刁� ��

�

件�
�〕�����火

� 艺忘�
〔
瓷

、
� 艺

凡 ’一 � ，‘ ，’

。 � 、

��

���

， 。 �、 ，
� �

甲

万
、
可

’一 �
。

必
���〕�二��

。 �

�
����“ �， ��� �

， �， ��
。
��

一
二 �

��
�

� 。 �
� 。 �

，

，，丁 � � 、 �一 — —
�

� �凸
。 �� 卜

二 。 � 刁�

��
，

�
一一

其中
，

十 � 全选 必
协， 。 � ��

�����

�

石嵌
�

办���办���� ��
。
��

艺
�
表示对所有的节点�为顶点的三角形单元求和

。

如果节点�在边界�
，
和�

�

上
，
则相 应 的 第

�个方程消失
。

如节点�在�
，
和�

�

上
，
则��为定值

，
这时

，

可将�����移至方程右 边
，
构 成

方程的常数项
。

该方程组的矩阵形式为

�� � �， ��
。
��

其中
， �� � ��

，� �� �… …�。

三
、

解非线性方程组

方程 ��
。
��为非线性方程组

，
即方程系数阵�与

�
有关

。

设��” �是 �的初值
，

��
��� �

‘ ���
“ 》�

，
则求解 ��二��之直接法的迭代格式是

� ���二 〔� �
�一 ��〕 一 ��

，
�� � 一， �

， … … � ��
�

��

即 �厂一 ’�� �·，� �
，

式中
‘

��一 ’ �� � �。 ��一 ‘��
。

利用 ��
。
��求第�

迭代步的
� 间 时

，

��
�一 ‘ ’

是 由� ��一 ‘ �决定的常数阵
。

这时
，
方程组

��
。
��可视为线性方程组

。

��
，一 ��二 � ��一 ��一 ��” 一 ��一 �蔺�一 ��

��一 ’ 》是由��广
‘ �的对角元素构成的对角阵

，
�

�一 ’ �、
��

“ 一 ’ �分别是由�「“ 一 ‘�的下三 角 和 上
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三角部分构成的严格下
、

上三角阵反号
，
为书写简单

，
用�

、
�

、
�分别表示��

�一 ‘ �、

�
�一 ’ �、

��
�一 ‘ �。 则方程 ��

�

��的逐步松弛迭代格式的矩阵形式是
� �。 ���十 ��� 。 ��一 ��� �·��、 � ��� �

一 ��� �目 ‘��� �
一 ���� ��一 �� �� �

�����，

或者 � ����、 ， ��� �
�� ������� �� 一 。 � �

一 ‘ 。 �
。

��
�

��

其中
，
�。 � �� 一 。 � �

一 ‘ 〔 。 � � ��一 。 ��〕， 取� �。�《，�� � �” 一 ‘ ’， �为定值
。

我们将 ��
�

��称为解非线性方程组 ��
�

��的�� �步松弛直接迭代格式
。

特别
，
当�� �

时
，
令

� 间 二 � 佃 ���， 称 ��
。
��为一步松弛直接迭代格式

，
这时

，
��

�

��可写成
� �”�� 。 ��

一 ��� �司 � �
一 �� ���一 ‘ �� �

一 ‘ ��� ��一 。 �� �
�一 ��， ��

�

��

式中�
、
�

、
�由第 � 一 �达代步所得之解��

“ 一 ‘ �决定
，
式 ��

�

��形式上同求解线性方程 组 的

逐步松弛迭代格式 是一样的
。

实例表明
，
这种迭代格式对解此类非线性方程组是有效的

，
其

详情将另文介绍
。

四
、

磁化曲线的数学表示

由式 ��
�

��知
，

方程 ��
。
��的系数阵�含有磁导率队和晰

，
而入和晰需经磁密�

二

和�
，

求得
，
为此

，
心须建立磁化曲线

。

建立�一�磁化曲线的方法不一
，
本文采用三次样 条 插值

法
。

给出一组�
、
�的实例值 ��。 ，

�。
�

，
��

，，
�，
�

， … … ，
��、 ， �� �

。

构造插值函 数

� ���
，
使其在每个子区间 〔�。 ，

��〕， 〔�，，
�
�〕， … …上都是三次多项式

，
而在整个区

、

间

〔�。 ， ��〕上直至二阶导数连续
，

且满足

� ��
。
�� �。 ，

� ��
�
�二 �，， … …， � ��、 �二 �、 。

为此
，

取�
“
��

�

�二 �
一 ，

��� �
， �， �

，
一

，
��

，
由于�

“
�� �在子区间上分段线性

，
因此

���
�� ��

�
� ， �一 �

��
�

� �
�一 ��

��

��十 �， �， � ��
十 �一 ��

，
��簇�《 ��� �， ��� �

， �，

… ， �一 ��

在每个子区间 〔��，
��

， �〕上对此积分两次，
即得

� �� � �
���

� � 一 ���

���
���

��一 ����

���

��
� � � ��、

， �一 ���互�

��

�石�云 、

一一二一一 户
�

� ‘ �一 �� ，‘
黔

� �三��
� �

�
�

。
�� �

为保持� ���在子区间连接点�
，

处的连续性
，
需要

�� ���
， 。
�� �， ��

」� 。
�

，
��� �

， �
， … ， �一 ��

从而导出了关于��的�一 �个方程

卜
，
�

， � � � ���� 入���， 一 � �
， 。

��� �
， �， … ，

�一 ��

其中
，

�� �

卜
，
目

��� �

�卜
一 � ��

入
� � �一 卜�

，
��� ��

��
十 � 一 �

、 �

��

鱼鱼匕 ���
。 �

�� ， � 。 ��
。

��一 �
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考虑到边界条件�
产 ��

。
� “ �， 。 ，

�
‘
��� � “ ���

，
又可得两个方程

��
。 、 �

， 二 � �卜、 一互
。 一 �

， 。
��

� 。

� �
�� �

�卜
�� �� ‘ “ ���，

厂
��一 �，� �

��� �

��
��� �。

厂�
、��
�

由 ����� �联立求得�� �个�
���二 。 ， �

，
�， ·

一
，
� �

，
将其代入 �八 �即得插值函数

����
。

五
、

实 例

本文以接缝方式为全斜式三相变压器铁 心

为例
，
铁心材料用�

， 。
硅 钢 片

，
材 料密度为

�
。
������

么，
厚度为�

�

��“ 、�
，

平均磁密取�
�

�

特斯拉
。

将计算域接三角形单元剖分
，
共 计 ��� 个

节点
，
���个三角形单元 �如图��

。

�在 边 界
，

� �
和�

�

的节点上取定值
，
它由心柱上的平均磁

密求得
。

图�

首先
，
利用 ��

。
��求出�的瞬时分布

，
然后代入

。 �� � ��
�， ‘ 二 万勺

， �� � 一 二户
，

，
甘� �入

由此即可求得计算域内部的磁密分布
。

图�

我们通过等�线分布图 �如图��
，

通分布较均匀� 靠边柱与上扼接缝越近
，

磁通密度降低 � 在边柱与上扼的接缝区
，

图�

看出铁心内磁通分布状态
�
边柱中性线��附近的 磁

磁通分布越不均匀
，
一般表现是靠窗口和外边缘的

由于磁通在此转向
，

磁通有向窗 口集中的趋势� 在

中心柱与上扼的接缝区
，
形成明显的回旋磁通

，
增加了磁通与硅钢片轧向垂直的机会

，
因此

在这里引起了较大的局部单位铁损 �如图��
。
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