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异弹模界面裂缝应力强度因子的计算

段云岭 周鸿钧

�水利系�

摘 要

本文将分区混合有限元用于计算异弹模界面裂缝应力强度因子
，
扩大了分区混合有限元的应用范围

。
由实例说明

，

数字计算结果与试验值相当符合
。
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，
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，
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，
三点弯曲

，
奇异元

，
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一
、

前 言

在工程实践中经常遇到两种介质材料交界面上的裂缝问题
，
例如水利工程中水坝与岩基

交界面上的裂缝
。

通常是将这种裂缝近似地视为均质材料中的裂缝来考虑
，
不能反映材料特

性的差异对裂缝的影响
。

实际上由于两种材料弹性模量不一样
，
在交界面上会产 生 应 力 集

中
。

由于在交界面缝端附近几何不连续
、

材料不连续
，
其位移场和应力场呈现出极其复杂的

状态 〔 ‘ �〔� ‘，
因而对应力强度因子有着本质的影响

。

若假定两种介质材料均为各向同性的线弹

性体时
，
上述交界面上的裂缝可以简化为异弹模界面裂缝

，
简称为界面裂缝

。

关于界面裂缝

问题 目前尚少研究
，
文献 〔�〕 ， 〔�〕 ， 〔�〕中曾给出界面裂缝缝端应力强度因子的几种求 解方

法
，
但计算和试验工作量相当大

，
且不能直接得出缝端应力强度因子

。

特别需要指出的是上

述文中采用有限元法计算界面裂缝的应力强度因子时
，
缝端应力场均是采用均质材料裂缝缝

端的应力场公式
，
显然是不合理的

。

本文试图从异弹摸界面裂缝缝端应力场公式出发
，
利用

分区混合有限元法来求解界面裂缝应力强度因子
，
并用试验结果予以验证

，
不仅扩大了分区

混合有限元法的应用
，
对界面裂缝应力强度因子计算也取得了比较满意的结果

。

以三点弯曲裂缝梁 �为图�所示 �为例
，
跨中截面为裂缝所在面

，
即为 两 种 材 料 交 界

面
。

网格形式为图�所示
。

整个试件分成两种区域
，
每种区域内含有两种介质材料

，
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图 � 图 �

近的区域为余能区
，
采用一个园心在缝端

、

半径为�
、

内含裂缝的园形应力型奇异元
，
应 力

分布采用文献 〔�」给出的界面裂缝缝端附近的应力场� 奇异元以外的区域为势能区
，
采 用 八
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节点位移型等参元
。

以余能区的应力和势能区的位移作为变分 自变量
，
应力强度 因子 �� 、

��
�和结点位移���作为基本未知量

。

基本未知量由分区混合变分原理的能量泛函驻值 条件

确定
。

二
、

应力强度因子计算

采用分区混合有限元法计算时
，
分区混台总能量采用二类变量的混合能量泛 函 二

为 〔。 ，�

兀 � 兀�一 兀 � 一

卜� �。

���

式中饰是势能区的总势能
， 凡是余能区的总余能

， �
�‘

是两区交界线�上的附加能量顶
。

势能区的总势能朴可利用通常的有限元位移法
，
由结点位移���表示为

�

奋
‘�，‘ 〔� 。 〕‘�，一 ‘�，‘�‘

�� �� ��
� 生 乙 乙 �������一 万 ���
��� ��� � �二 �

���

式中〔��〕是势能区的刚度矩阵 ，
���是结点荷载向量

， �是势能区的结点个数
。

在本问题中
，
余能区的总余能等于奇异单元应变余能

�

二 。 一

古
一

�丁
�·‘·‘ 。 ‘�。

���

式中�是奇异单元的面积 � 王
￡
�

，
诬��是其应变应力场

。

界面裂缝缝端应力场为 【“ ‘

、产�任
宁‘、

、
��
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“ ，���

，
�
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式中

上角� � �
、
�，
代表两种不同介质

。

将式 ���代入式 ���经积分与变换得
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、 任 ‘ 一 ‘ 〔 �，� �� ��� � �
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�

一
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︸
��土

�

�
， � � 名

仪 二 �

����

�
。

一

呼 ��
一

� 。 。
� ��

， � �〔 �，
�

乙

�一 �讥
、

平面应变问题
。

� 二
件 � � 件之��

件� � 件 ��� �一 � �

�� ” �

、

平面应力问题
。

�
。 � �

� 一 �， � � � �� 一 “

�
一 侧�兀

�

��� � �

�� � ������ 一 �〔 �� ����，

�
，
二 〔 ��一� 。

� �〔 ������，

�
�
�

�
几

��

�����
����
一

广

�肠�

�
。 ， 件

。 ，
巩分别为材料的弹模

、

剪切弹模和泊松比
。

交界线�上的附加能量项�
��

可表示为
�

�，� �

丁
��

二 ，·
�

二 ，· � �了 ，·
�� ，， ，��

���

式中�
�， 。 ， �，， 。

是余能区在交界线广上的边界力� �
二 ，�， �， ，�

是势能区在交界线 厂上的边

界位移场
，
其值为

�

�� �

�
二 ， � 二 兄 ���

二 ，�，

�� �

�� �

�， ， � � 乙 �，�
， ，�

�� �

式中
� ，
是交界线�上常规单元 结 点 的 个

数� �
��， �

�， ‘
是结点 ���《 �《 � ， � 的

位移分量 ， �� 是形状函数
，
可由常规单元

的形状函数��推求
。

设在交界线�上共布置�个�结 点 等

参元
，
共有

� ， � �� � �个结点
，
如图�

。

每个等参元只有�个结点 ��
、
�

、
��位于

交界线上
。

图�给出了等参单元边界 结 点

�如 �点 �夕
中间结点 �如�点 �和 公 共

结点 �为��
’

一 ��的形状函数��的图形
。

图� 缝端网格形式

根据余能区的应力场和势能区的位移场可以得出
�

�� � �� �

��。 � �，
乙
� � �

����
� � ���

艺
� � �

�
��� 、

式中� �是 一与结点位置有关的绩分常数
。
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图� 形伏函数��
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、

���代入式 ���
，
可得到分区混合总能量�
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基本未知量的真实解应使能量泛函为驻值
，
即

将式 ���代入式 ���，
经化简整理后可得

�

�� � ��及
� 一 � 。 � �九 � � � ���

����

���

乙
�

�
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也二工
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�，
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。

�… … ， ��� ����

式中
� ���十 尽����

。 �
圣、 。 一 �

� �
�
��� � �� ���

， ����一 � ，��，��

� ， �
�

�� 一 �
工�

�气���

��� �
， ��

· ·

… ， ��� �… … ， �� �

�巧�其余各项 �

式 ����即为混合有限元洪的基 卞方程组
，
只要将通常的有限元的刚度矩 阵 的 前 � 。 ，

� �� �

阶子阵引入断裂参数进行修改印可得到反映断裂特性灼刚度矩阵
，
由此基本方程可以

解出节点位移王��
，
然后即可 由式 ��� �求出异弹模界面裂缝的应力强度因子

。

三
、

三点弯曲界面裂缝梁计算

采用测定平面应变断裂韧性试验中的常用试件如图�所示
。

取�� �，
。

五� �， � 二 �， �二 东
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�一
���口�曰���口���曰口��口 �

一
月����口�������� ����目�，，�������曰

一
�

�����同

� � �
。
�， 。 � � 。 � � �

�

�， �� � �� ��‘
���

�� 艺，
� �

��
� “ �， �

�

�， �
�

�， �
，
�， … … ， ��

。

按

平面应变问题考虑
。

因试件材料不对称
，
不能只取试件的一半计算

，
须按整体计算

。

计算结果示于图�
，
可以从图看出

�

�“
界面裂缝的缝端应力强度因子仅与两种介质材料的弹性模量的相对值有关

，
与各自的

绝对大小无关
。

�。
由于两种介质材料的弹性模量不同

，
仲得交界面上产生了剪切作用

，
从而对于纯 �型

荷载产生了 �型应力强度因子
。

在交界面上
，

束
，
阻止了该方向的变形继续增大

。

�。
缝端应力强度因子随着两种介质材

料的弹模比的增大而增大
。

在 �《 � ，
��

�

《 �区间
，
�，���

�

八曲线较陡
，
说明 �，

受�
，
��

�
的影响较大� � ，

��
�

� �以 后
，

曲线逐渐变缓
，
说明�

�

��
�
对�

�
的 影 响

逐渐减弱 � � �

��
�

��以后
，
曲线接 近 水

平
，
说明弹模比 达 到 一 定 的 程 度 后

，

� �

��
�
的继续增加对�

，
几乎不产生影 响

。

������
，
��

�
曲线随模比增大而减缓的现

象不太明显
，

可见�
�
��

�

对��的影 响一直

都较大
。

弹模大的一方对
� ，
的一方相 当 于 附 加 了 约

《衫�庵�

�
�万夕

� �
�

� �
��丫�

��，「
�

� ‘ 乡 石伦
� ’。

图� 应力强度因子随�����变化曲线

如果将界面裂缝缝端应力强度因子相对于均质材料裂缝 �即�
，
��

� � ��时的应力 强 度

因子的增大部分定义为附加应力强度因子
，
则附加应力强度因子随两介质材料的弹模比而变

化
。
图�的曲线经过适当的座标平移后即为附加应力强度因子的变化曲线

。

将图�可示曲线按下式进行回归计算
�

� 二 �
、
�

�

����

式中�
、
�为回归系数

。

由式 ����得

��� � ��� � ���� ����

即 � 二 � � �� ����

上式即为回归方程
。

对于图�所示的�
，
��

�

���� ��二 �
， � �曲线

令 � 二 � ，
��

� 一 � 。 ， � 二 ���一 ��

将之代入式 ����则得
�

�� ���

��
� 一 �。

� � ��� 十 ���� 一 � 。
����

�，�� � 。 � 〔�� ��
，
��

� 一 丁。
� 一 ���〕���� ����

经回归计算表明
， � 。

对回归曲线的相关系数无影响
，
只影响到系数�及�

，
如令 � 。

为均

质材料三点弯曲梁的缝端应力强度因子
，
则 ��

五�一 � 。
�即为附加应力强度因子� �。

对 相

关系数的影响较大
。
采用逐步缩小循环范围的方法来寻找相关系数最大的�。

值
，
回归 结 呆
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列于表�，
回归曲线如图�所示

。

表� 回归结果

��
�

弓��� �
�

���� �
�

������

�
�

����

，�，，” ，竺 �，，�， ，��，��，到勺���目��， 刁�������曰���

����� ���

�������������
�

����������
。
�������

���
。

������ �
�

�������

注
� �为回归曲线的相关系数

。

将表 �的系数代入 ����经计算得到附加应力强度因子的计算公式为
�

���附 � � 、�一 � 。 二 �
�

������� ��
，
��

� 一 �
�

������ �
�

������

����附 二 �，��一 � 。 二 �
�

�������� ��
，
��

�
� 一 �

�

�����了 ����

式 ����反映了不同材料的特性对界

面裂缝的影响
。

由上述可见界面裂缝缝端应力强度因

子可用附加强度因子来表示
�

���� ���尹 � ���附

����� �，��， � ����附 ����

式中�
，�尹和�

�，�产是按均质材料的裂 缝计

算方法得出的应力强度 因 子 � ���附 和

��，�附是按式����估算的应力强度因子
。

�花当说明的是式 ��� �是由三点弯 曲

界而裂缝试件的计算结果回归出来的
，
用

它来估 计三点弯曲界面裂缝的应力强

度因子是正确
，
但能否适用于其它型

式的界面裂缝的强度因子是正确
，
但

能否适用于其它型式的界而裂缝还有

待�往一步研究
。

文献 〔�〕用激光散斑照相光 学 实

验方法对三点弯曲界面裂缝试件进行

了试验研究
，
将 来文的计算 结 果化

成与文献 〔�〕的结果相同形 式 夕
绘 于

图�
，
由图�可以看出

，
计算结果与试

验结果具有很好的一致性
，
其最大误

差为 一 �
�

了�
，
最小误差为

�

�药�
。

场左
，‘ 孟 乍

价� 份�

图� 回归曲线 �计算点
·
回归点

心
沙�

‘

� 宁 才
�三��
，� ，‘ 召

图� 实验结果与计算结果比较

四
、

结 语

本文将分区混合有限元法推广应用于计算异弹模界面裂缝应力强度因子
，
不仅扩大了分
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区混合有限元法的应用范围
，
而且初步解决了界面裂缝的复杂计算阿题

，
得出了一些有益的

结论
�

�、 界面裂缝的缝端应力崛度因子仅与两种介质材料的弹性模 晕之比有关
，
与各自的 绝

对大小无关
。

�
�

由于两种介质材料物理特伙的差异
，
使得材料不连续处也产生应力集中现象

，
因而对

于纯 �型荷载的裂缝问题也产生了 五型庄力弘度因子
，
即在界面处产生了剪切效八

。

这个剪

切效应随材料特性的差异增大而增大
，
一般的均质材料中的裂缝计算方法不能反映出这个效

应
。

如何简便而正确地反应这个效应是一个值得研究的问题
，
本文试图用附加应力强度因子

的概念来解决
。

�
、

当两种介质材料的弹模比在�一�之间变化时
夕

界面裂缝的缝端应力强度 因子变化 很

大
。

即在此范围内两介质材料弹模比的徽小变化将引起缝端应力因子的较大变化
。

界面上的

剪切应力将随着弹模比的增大而增大
，
有可能引起沿界面方向的滑移

。

界面裂缝是一个复杂的问题
，
目前对其研究还很少

，
本文的工作只是一个初步尝试

。

参 考 文 献

〔�〕�，
�

，
阿�������� ��、� ������ ��� 。 卜� � ����� �� ����� �� ����������� �����

，
�������皿 ���五�

�������������������� ������呈��，
�����弓��

，
���一��刁

。

〔�调鸿钧
，
段云岭

，
异弹模界面裂缝缝端应力场的计算

。
郑州工学院学报

， ����年第�期
。

〔�〕凡 �
、
��公 �公��

、

�
、
���，

��刃��� ���� 。 ” 吏�
了 ������ �王������ �，��” ���� ������� ��� �

���� 袱

� 万����贯����，�������
、
�刃�

、
�
、 �������， ��������

，
���一 ���

。

〔理〕�、
�

、
��，� �皿� �

、
����，，

�五� ����������习 �� ������ �” 飞�，���� ������� �� ���������� �����一

����
，
�

�

������������
，
�������

，
��一 ��

。

〔�〕�、
�

、
�������

，
�、 �������， ����，��� ���。 ���、� ���戈��� ��� ��� ������������� ���牡� ���������

�������。 ，� ����������皿� ����，
�习�

、
�
、 �������

，
��������

，
��一���

�

〔�〕��” � 友七 ��� ， ����
，
���一 �����， 玉左�� ����肚��� �����” ������� ��� ��� ����������刀 ��������

�幻��，�让� �么����
，
��������盯�� ����� �����，��三。 ” ����肚������� � ” ��” ��� �����，� �������

，

���，����
，
�五�，�������

，
���一��

。

〔�渭鸿钧
，

段云岭
，
用散斑照相法确定异弹模界面裂缝的应力强度恤子

，
实验力学

， ����年第�期
。

����������� �� ������ ��
厂

扩������ �������

��� ����� �� � �����扛���� ���������

��� � �������， ��� �� �������
�

反����
�

����������� �牡�
�

�

八肠�了只��
’

�
�

�� ���� �����， ���一
����� � ��� �� ������ ���� ��� ��������� ������� ��

������� ��� ������ ��������� ����� �� ��� ����� � � � ��� ����������������
�

���

�������� ����� �� ���� � ������� �义 �� ����
�

��� �� � ����� ��� � �������� ����

��� ���������� ������� ��� �� �� �� ���� �� ������� ��� ������� ������������
�

���� ����� ��������� �����， ������ �� ��� ���� �� ��� ��， ���一
����� � ��� ��

������ ���� ��� � �����， ���� �一����� �� ����� ���� ， ������ � ���� �� �，

�������� ���� ���� ���
�


