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弹性地基梁理论在挑梁计算中的应用

张 保 善

提 要

�土建系

水文把弹性地基梁理沦运用到挑梁计算中
，

得到了挑梁的弯矩
，
剪力

，
梁下应力计算公式

。
通过进一

步简化
。
提出了更为实用的挑梁计算公式

。
与实验结果相比吻合较好

，
可供设计挑梁时参考

。

关键词
�
挑梁

，
弹性地基

，
砌体

试验结果及分析表明
，
挑梁受荷后在砌体中的工作与桩的工作相似

，
当埋深较大

，
相对

于砌体的刚度较小时
，
主要发生挠曲变形

，
梁尾掀起变形小 � 而埋深较小

，
相对 刚 度 较 大

时
，
挑梁本身挠曲变形小

，
主要发生刚体转功变形

，
梁尾掀起变形大

。

根据这种变形特点
夕

我们称以刚体转动为主的挑梁为刚性挑梁� 以挠曲变形为主的挑梁为弹性挑梁
。

可以把挑梁

看作以砌体为介质采用弹性地基梁理论进行理论分析
。

一
、

刚
、

弹性挑梁的判定条件

首先我们将外荷简化到砌体边缘处
。

以�
。 ，
�

。
表示

。

把上部砌体及其传递下来的荷载

以�
。
表示

。

建立如图�所示计算简图
。

���

�����
��� 食食 才才

瞬瞬好奋今刀一 俘�。 御御 早誉婚攀币番举心奄奄心奋月月

采用郭尔布诺夫一一伯沙道夫的方法
。

假定梁下反力函

数为十次多项式
。

利用梁的微分方程进行求解
。

可得到

梁下反力函数各项系数均与参数�有关
， �称为挑梁的柔

度系数
，
其表达式为

�

一
�兀�

。 � “

��
“

协︸卜一一
����

图 工

式中
� �

。 、

�一一分别为砌体
、

混凝土的弹性模量
，

件 〕 、
件 。
一一分别为混凝土

、

砌体的泊松比
。

由于墙休和梁的平而尺寸较大
，
其厚度较小

。

可 以看作为平面应力问题求解
。

这 样

�的表达式可改写为
�

兀�
。
��

”

���
‘ � � � � �

… … ���

式中
� �为挑梁的截面惯性矩

。

郭氏分沂表明
，
当�� �时

，
属刚性梁

。

当����时属无限长梁
。

因此
，
我们取 �“ �作 为
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刚性挑梁和弹性挑梁的界限、 �二 ��作为半无限梁不日无限长梁的界限
。

在工程实际中
，
无 限

长梁将意味着挑梁埋深过大
，
裹尾部分作用甚微

。

参照工程中常用材料情况
，
当 混 凝 土 为

���号
，
砖�� 号

，
砂浆�� 号对

。
�二。
�� � �

�

��
，
若混凝土标号改为 ���号

，
则�

。
��

二 �
�

���
�

取其平均流匕
。
�� 二 �

�

���，
可得

�

一
��。

�

�� 一

乞

令 �� �， �衍
一

巨将�。 � �州丈入 ���式可得
�

�。 � �
�

���
· · · · · ·

… … ���

令 �� ��，
由 ���式�公

�

�二 � �
�

���
「 · · · · · ·

… … ���

实际
�，

�没中往往 以挑出长度 �。 们理入长度 �
，。

之比作为设 计参数
，
一般取�� 咬���

���� ��
。 。

于是
�

�。 � ��
�

�����
。

����
。 · · · · · ·

… … �凌� �

或 �二 � ��
�

���一�
�

��一��
。

� · · · · · · · · ，

… ��� �

取其平均值

�。 � �
�

�工。 � · · ·

�
· · … ����

和 �二 � �
�

��。 · · · · · · ·

一 ����

�一��一一���一�

—
� 听以

，
我们得主�刚仕资兆梁和弹性挑梁的扫�定条件

�护， 二�曰呻护�
比
侧甲

� ‘ 今” 目 钾�� ，护犷� ，只户即节产

图 �

为
�

���当�
。
基�

�

��或�
��

墓�
�

� �。 时
，
挑梁属刚 性 挑

呆
。

当�
，二

� �
�

�� 或�
。
� �

�

��
。
时

，
挑梁属弹性挑梁

。

其

中当�
。
� ��娜

二
� �

�

��
。
时�立视为无限

一

民弹性挑梁
，
后

边理论分析将表明
，
该类挑梁埋入深度太长

�

目
�

不经济
，

只有在�
�

�����荟��或�
�

�� 。
��

二
奎 土

�

�
。
范山内的弹性挑梁才是最经济的

。

二
、

弹性挑梁的理论分析

挑梁受力过侄丧明在破坏防段之前
，

一

可以把挑梁看 作为以彻体为地丛的弹性地基梁
，
其

计算简图如图��听示
。

�
�

基本假定

为便于分析
，
根据试拉结果 论分祈

，
提出如下基本 假定

�

���将阿体看作为弹性变形介质
， ’

已具有的地基系数皿随砌体弹性模量不同而变 化
。

�
，
艺�不考虑挑梁与砌体界面之间存在的拉应力和剪�

� �力作用
。

���认为挑梁尾部的竖向变形和转角为零
。

�
�

计算公式

根据上述假定
，
挑梁发生挠曲时

，

连续分布的反力
一

与�亥以旧
�

毖向变形成正比
，
在这 祥的
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条件下
，
作用于梁单位长度上的反力为���

， �为竖向变形
。
�为挑梁宽度

，
�为地基系数

，

表

示发生单位变形时
，
在梁宽�单位 长度 内的反力 �单位为吨�米

�
�

。

运用梁的微分方程 式
，

得到
�

，

��名

匕
�
，

�
， �

布一 ‘ 一 � 一 � �夕
一

�
一

�

· · · · · ·

… … ���

式中
�
�、、�

一挑梁混凝上的弹性模量 �

�
�

一一挑梁横截面的惯性矩
。

口�

设方程的解为 � � � 。 ‘ � ‘

�二 �

· · ·

… … ���

并令 � � �训
贝叮 � ‘ 二 �入�

�霖

用梁端边界条件
�

丁�
� 二 � ��� � 。

��

而
�‘ �

，� 中

��
“

�
。

五 ‘ �� 一 。 ’�
瓦

�
“ 了

�� � �� ·
�

。

一 �，
从

�� 入 �魂，上��
一�

�龙

并令� � � �� 艺 �一 ��
”

� � �

��

� 以 � � 万 �一 ��
”

� � �

」
�� � ��

�� 入 �
‘ �� ，

�� � � �
‘

男
� ‘ �

一犷
一

十 ‘
“ � 二

一 �� �� �
��� �

�� �

�

��

� 艺 � 一 ��
”

�� �

� � �
��又�� ���

可得挑梁挠曲方程为
�

� � 。
�

、 �
�

。

� ��、 �
� 一�

�
。

� ��、 �
�

�� � �

� � … ‘ ·

…… ����
�，�

山丫
︸
以

求导 以后
，
可分别得到中�

、
� �， �、

��二 ，
的方程为

�

中‘二 、 �� ，一、 �

中
。

反 � 一 少 。

功
卞 议 �

� 十 飞
�

。

� ”
���

� �� · ‘ ” ’ ·

… … ��，十�
。一
��

一哪

�
，二 �

�
���

� 一 � 。
� � 一

甲 。 � 、

万一 口 � 十
以

�
。

� ��
� � 十 卫生一

‘

�
，

� “
���

�

�

截几
� 一 了 。

�
� 一 甲

�

。
� �

。

仪 “
� 、�

��
， �

�
。

� ��卜�
� � ，

����

����
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根据假定条件�
，
有边界条件

�

� ‘二 一 ，一二 �

�� 二
� ，�

， � �〕 名

�
艺 � 一 �

，
��

��
二 一 �，二 �

�
。 。

�

� “
三、�

�

及设 � 二 �可得
�

，
� � 一 � �� �

�
“ ， 一 �

�� 工 �����门匕
入
︷�

�

，二‘么护
一

��
�

��一��一
��八�旧一玖甲 。

�

�
。

� “
�、�

‘

� �
�� � �

�
“ ， 一 �， �十

�
。

议‘石
�

万
一 ’ ����

根据位移互等定理
，
有

� �� � � �
“ � � ��

� 一 �
“ �

己
， � 一 �

，
立〕 ， 二 一 �

� � 一 ��� �

若令 �
�

、
�

� 一 �
，
�

�
� � 、

�之

一 �
�

�
，

� �不扩一一
二
一石一挤�一

一

� 二 于�惊一�，犷止万二
三�

， 一 � 一 � 王 � 一 气， �� 一 八 一七 �

� 二
些

��

多
广 �

�
�

土鱼卫
� 一 � 、�

那 么 ， 可得挠曲线方程及�
、二 �， 叭

二 �，
��二 ，的方程分别为

�

��
�

�
。

� ��、�
� ��

，� 一 ���� � � � �
�

。

� �� 、�
‘ �� �� 一 �，� 十 �一�

甲恤夕
�

�
。

一 � “
�‘�

‘ ��
� 一 �� ， 一 �� 一 � �

� 。

� “
�、�

� ��� 一 ���
， 一 ��

����

����

� ‘二�二

�‘二 ，�

�

仅
�� � 一 �� � � �

，
�� �

。
���

， 一 �� ， � � �

�
。
��

， 一 ��
， � ��

�
�� �入�

。
��� ， 一 �� ‘ 一 � �

����

����

应力 �，
的表达式为

�

� “
�

一
以�
�

���
， � ���� � �

孟
� � ���

， � ��
， � �

在上述公式中
， �

、
�

、
�是��的函数

，
� ‘ 、

�
� 、

�
， 、

�
�

是� 、 的函数
，
它们都与 。 密 切 相

关
，
可见

， 。 是挑梁计算中的一项重要参数
，
因此

，
我们称它为柔度系数

，
并称��为换 算 埋

置深度
。

图�
、
�

、
�分别是应用理论公式计算的三根试验挑梁

‘

���一�
、

���一�
、
���一 �的弯矩

、

竖向变形的分布曲线
，
可以看出

，
在外荷作用下

，
梁内最大弯矩截面在墙内某处

，
其值大于

�
。 ，
而且

夕

梁尾部的变形随��的增大而减小
，
当��大于某个值后

，
梁上弯矩出现反号

，
梁的

挠曲线出现反向
，
可见这部分挑梁作用甚微

。

所 以
，
我们汰为梁的埋深应有一个有效埋深的

限值
，

这就是半无限弹性挑梁和无限弹性挑梁的界限值
，

比较�到�
、
�

、
�竖向变形曲线

，
可 以 看

出
夕

梁的挠曲随��的减小愈加按近直线变化
，
当��较小时

夕

梁好象一个刚体在砌体内发生 整

转体功
，
这样的挑梁不符合前面假定条件

，
应按刚性挑梁考虑

，
大量的分析结果表明

， 可以
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一一

一
一一

‘

一
经甲，，黔

����年

飞」口

、色全竺明 谈 万二之 夕

汗�
� 〕 月�

理 入 郁 分 州 由 残 田
口 句 日汐组、

’

闭 曲 线 图

七坦 炙肠

二二二二
�

‘ 孟孟

月 仲城留

��等于�
�

�作为弹性挑梁有效埋深的限值 及

半无限弹梁和无限弹性挑梁的狠限
，
以��等

」几��

�你
，

为刚
，
弹性挑梁的界限沮

。

三
、

刚性挑梁的分析

‘ 右 ，� 廷岭 ，。

又 ” 扫 ， ，
叫 盆 �气 。 阅网�

公 二 飞 ，� 初
执吧盆 ，二少石

生 向曳形纽

图 �

刚性挑梁在外荷作用下
，
其挠曲变形很

小
，
主要产生挠某点的转动变形

，
此时

，
梁

尾部向上门掀起变形不能忽略
。 �

且
�

作用于梁

尾端截面上的弯矩 也校大
夕

也不能忽略
。

因

此
，
我们设挑梁挠�点转动

夕
旋转 角为 。 ，

并忽略砌体灰缝抗拉
、

杭剪强度
，
可得计 算

简图如图�所示
。

根据图�中所示坐标
少

假定离 墙 边缘 的

距离万火处的挑梁截面形心产生的竖向变形

为八�
，
那么

�

八� 二 �� 。 � � �。 �

该处的压应 力为
�

仃� 二 �
· △��知。 �� 。 一 � �

梁端和尾部产生的竖向变形分别为
�

。 二 。 � 。 叭� “ ��
。 一 ��

’

�。

挑梁尾部产生的力知�
。
为

� 黔
一毒

图
�

�



被奋幼 张保善� 弹性地藻梁理论在挑梁计算中的立用
示护妇自白日曰洲肠�自从川东月山口“ �自������

一
御，�，���” 国，，�� ，尸尸�甲目户曳

�

王�

�
份�

一一一�
�����

又�

���

一

�一
户�‘、，︺

一一一�
入

根据挣力平衡条件
。

可求得
�

争��
‘，’

�
一

���
�

。 一， � 日
。 ‘ 一

�
一

户沐
一

�
�
�

由图�
一

可导
。

出

� ��艺
扮�

。 � ��“
�

。 � �
“
�

。

�
一

、
一

刃
一

衍再
丁而

艺

氨一
任意截面的弯加�

二 ，
剪力�

�

的表达式为
�

�
二 · �

。 十 �
。 、 一 “ �。 一 。

’ 一

雪
�

一 言

����

����

����

厂
、 ，、 ，

�
仁‘ 二 、才一 匕 �、 ‘ ” 、 。 、 十 � � 。 。 �

一‘

���

将 。 、 � 。
代入后可得

�

从
�一

�
。 ��。

一
��

一 之

��
十 �，“ 仁之

。 � �“ �之

��
卜

�
一

于护 �

��
。

��

一

卜��
。

斗 行�
����

�

�
一

�
�

�
妇�勺�

�

入�十十
、

���
�、
。

�
、 二 �

。 一
��“

�
。 � ��”�

。 一

�
一

�
“
�

���
“ 一

卜��“ �
����

并可求得端部挑梁
一

厂石勿体边缘处最大压应力和几部梁上枷体最大压应力分别为
�

���入
，

�
。 � ��

�，，�、 二
一

爪
一

�了
，

干

之

�
��

�川�即

���
�

。 十 �」“
�

。 十 �，“
�

����
“ � �、

“
�

由于�
“
项影响很小

，
故略去不计

，
于是上式简化为

浩

�人��
。�

��
。，

��“ �“ 二 ��
� � 下丁 � � 。

。 � 。 。 ， “ �

黔
、 �
黔

、 。 。

�

……
奋 � 布 � 乡

����

����

“ 式中 � 。
为上部枷体及荷载产生的初始压应力

�

四
、

实用计算公式

�
、

挑梁的倾复点位置

在外荷和砌体界面应力共同作用下
，

�

挑梁剪力为零的载面上将产生最大弯矩
，
该截 面处

就是挑梁倾复点处
，

‘

因此
，
我们讨论如下

。
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���弹性挑梁
�

令 ����式等于零得到

�
。 �� � 一 ��

， � �
，

。 �
。 �
瓜 二胡玉

一

� ‘
’

百�丁
“ “ � ����

式 中
� �

是 ��和 � �的函数制成表格由已知条件
�

。 � �

�
� � �

石可币一 �了�查出 �� ， � 。 �

拟 认 � �〕

� �

以

。

表��
一

户列吕
一

�〕 ’
�� 恨

挑 梁的计算结果
，
可以看出

，
虽然��

� �一�
，
但� 、 �

的变化范围不大
，
为简化计算

，
假 定

�� 。
为试验挑梁的平均值

，
那么有

一
��

﹄勺
一一��

显 然梁的相对刚度愈大
， 。 愈小

， � 。
值愈大

，
这符合试验中得到的规律

。

参考工程中常用 材

料 后
，
可进一步简化为

�

� 。 二 。 �

�礴、勺�
· · · · ·

… … ����

式中�为梁高
，
单位为厦米

。

并可得到挑梁的最大弯矩 �即倾复弯知 �为
�

入了
� ，二 � 入丁

。 � �
。 � 。 · · · · · ·
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