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自由表面流的数学模型

刘清朝

�水利水电科学研究院 �

提 要

本文从纳维埃斯托克斯方程式出发
，

推出了准三维计算溢流坝面反弧段压力分布的精确方法
，
该方法和有

限元法相比
，
具有计算简单

，
速度快且精度高的优点

。

关键词
�

溢流坝
，
仍 由表面

，
水压力

，
数学模型

，

一
、

目� 舀

高水头溢流坝反弧段上的水力参数是工程设计中的必要数据
，
一般通过水工模型试验获

得
，
但往往要花费较多的人力

、

物力和时间
，
这就限制了采用多种反弧曲线方案的比较的进

度
。

因而研究满足精度的快速计算方法是必要的
。

在以往的研究过程中
，
常用有限单元法来解溢流坝面反弧段的水力参数

。

因为白由表面

是事先未知的
，
其位置本身是求解问题的一部分

，
如何处理自由水面边界是有限单元法计算

该问题的困难问题之一
。

近几十年来
，
许多研究工作者为解决此问题而作的研究

，
主要可归

结为二大类
�

�一 �先假定 自由表面的位置
，
把问题当作已知固定边界的情况来计算

，
直到 自由水面

边界上各点满足条件为止 �，��，����，‘ �。

�二 �依照可变域的变分原理
，
把 自由水面位置坐标和各点函数数值都作为未知量

，
形

成方程组时同时求解������
。

但是
，
利用有限元法计算溢流坝面反弧段水力参数

，
无论是哪一类

，
都是技势流的拉普

拉斯方程为基础
，
不计入阻力

，
把压强的求解和其它水利参数的求解分开

，
并且以有限的线

元去逼近固体边界
，
把原有的光滑边界在计算过程中变为折线

，
这样对高速水流来讲

，
固体

边界的凸凹对压力的计算的影响比较严重
。

所以
，
必有一些误差

。

因此
，
由有限元法计算的

压力分布和实际情况有一定的出入
，
未能更好地反映实际压力的变化情况

。

再者
，
利用有限元法

，
准备输入数据较多

，
计算中要解方程组

，
程序繁杂

，
计 算 时 间

长
，
这是它的不利之处

。

本文为克服有限元法以上的缺点
，

给出了溢流坝面反弧段压力分布的半解析半数值解法
。

这种方法是沿曲线边界划分网格
，
不对边界产生任何歪曲

。

它是从纳维埃斯托克斯方程式出

本文����年�月��日收到
。
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发
，
推导出特定的空间水流的连续方程式和压力分布方程式

，
把压力的求解和其余水力参数

的求解相联台
，
共同求解

。

它适用于计算无冲击波的曲面上的水流
，
计算精度较高

。

二
、

基 本 方 法

�一 �压力方程式的推导

由不可压缩流体的�一�方程式的矢量形式
�

�
�

、

烹 ��
盆����� 十

一
� 一 � �

一

泞
一

井。 � ��

一
�

‘ 一

��

式中
� �一一质量力的势

。

� ， �
一一流场中某点的压强和流速矢量

。

�一一水的击度
。

��

�一一粘滞力
。

�一一时间
。

一�

对于恒定流
，

认
可表示为

�� 。 ，
� “ 、 一

，

而一可
‘ 万一 ， 二 �

一�

� ���

式中
� �一一流线的弧长

。

�
一一流线的曲率半径

。

�
一一流速

。

育
，

屯一
流线上某点的切向和法向单位矢 量

。

�代卜 一少

可以认为 �和 �
共线

，
将式 ���代入 ���，

则
�

一 ��� 。 、 � �

答
一 〔
乙
��

嗜
十 �〕 ， � �

令
� 卜

� �
一— � ���

将式���表示成空间正交坐标系 ，�， ��� ， 月�的投影形式
，
得到

� 。
·

�
， 。

一
瓦 马元��

“ 一

百�� 七百「
� �

�

一

�� �〕�� ��
，卜

� ，

�夕 ��
����� 耳

�卜

�����
一�

�，�

��� �， �， ��

式中
�

�

了一一曲线坐标轴年上的单位矢量
。

�
�

一拉梅系数
，’ �� 二 �

“ � 、 ，

业
、 。 ，

里三
、 ，

�‘为万，一 � ‘ 百月 一 ’ 一
� 戈 ” 。 �户�

式 ���对�� �， �， �分别乘上���、 ，
然后相加得到�的全微分方程式

�
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�
一 ��� � � 笼�

��

。 月�

一》

�十 � 〕�� �� � ，
�卜

� �

� � �

十 � 一，下 �� ‘ 一
二

�

� � �
“

�

� � ��

����十 下
一 �� ��

一夕

刀
，�，��〕�，

�月�

���

建立正交坐标系
�

取��
坐标轴与

�轴重合
，
则�

�月� � � ，
����� 二 ��，

如图�所 示
，
正

交坐标系���
，
�， �是流线�主� ��平面上的投影

， �，
是和�与�相正交的曲线 坐 标 轴

，
则

� ，�� ， � ��
，
���月， 二 ��，，

又设质量力以重力为主
，
则� � ��

，
那么由以上坐标系可 导出

如下几何关系式
�

�一
�尹一韶� ���

�� �� ��� 卡一
“
日

� �

�犷 “
豆「 �

�� � ‘
日

�帝 �

�夕 叫卜

二 �� �
�

， �� �� � ，
���� � ���、声

卜�

�一� �一�，

�〕
�

洲卜

��� ���日
夕 �� �� �

一�

��� 一

�����
�

�争
，
���“

，
�

�� ���

�争

���
����日

�

图� �����正交坐标系示意图

式中
� ��一一流线�在平面上投影的曲率半径

。

�一一柱面上流线�同一点曲率半径
。

�一一平面投影的切线与
�轴的夹角

。

日一一流线的切线与� ��平面的夹角
。

沿铅垂水深方向对压强分布方程式 ���进行积分
，
可得

。

与
�乙月�二 �， 一 。

�月今�� �
�
工

‘
��

� 、�

。 月�

·

�
、
�月�

�

了
一

卜 �〕一 �飞
，

只
�

�� �

�一
��

�

森
��

���

式 中
� �奈为积分起始点的值

。

取 自由表面为积分起点
，
式 ���沿水深方向积分

，
考虑到建立的���

��坐 标 系 和式

���
，
有

�
�� � �

， �� � 二 �，
那么

�

�一�
�

了一��。

矛
�� 。 。 � ���一 ��

� ����日
���
日�

� �

���
���

���日〕�� ���
� �，

一
尹

式中
� �。

一一自由表面大气压强
。

� 。 ‘
一一垂线上自由水面高程

。

�� ‘ 。 尹 一 � ，
某点在自由水面以下的水深

。

’

用���
。
��

。
是选定的无量纲化长度 �通除上式中各量

，
将其化为无因次方 程式

，
并进

行变换
， 用�代替

� ，
有

�
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� � �。 � ��

�
〔
��
�

篡
�一 。 ��· 。 �

糟
� ���� 日

、 ， ，

一 十 一 二 一

一 �� �

芭
���

又由流线的��
�� ����方程式

�

子
，�
誓卜

� �

瓷 沿流线�积分
�

旷
二
丛立

一 ��� 一 � 。 十 �� �

匕 �
����

� � �� �
， � 、 ， ��

�

卜
、 � ，

�
� ，

式甲
� �� � 一寿 � �引 为阻刀水大顶天

。

� �
�
。

而对等宽溢流坝面而言
，
流线在平面图上是平行的

，
如果我建立如图�的

��
��坐标系

，

那么
，
现在�轴和

�
轴重合

， � ，
轴�轴重合

，
那么原坐标系�� � 、 �就变成了现在的

�� ��了
。
由

此
，

有如下的关系式
�

士，日� 令多
一 。 ，一 刁�

� � 刁 ��

厂
二
而尹日石反了

����

� 。 �
�

之一

�二言不
� ，

� 一
一

��
‘

那么
，
由式 ����

，
���式可写为如 下

�

�� � 。 � �� �

一一 ���

�����
守守守

�������������

�����������

夕了�性���了、、�������飞

石贾 〔�� �赢�
� 〕

，
犷︷��一�

︸�
�

��
户

��

图� ����坐标系

〔�� �夕子�� 〕
“

十
�

监
�� �

�

〔卜�器
，� 〕 ” “ 〕�� ����

式 ����就是最终计算用的水深向压强分布方程式
。

�二 �空间水流的连续方程式

反弧段内水流沿自由表面流线可划分为许多流片
。

如图�所示
，
取计算的起 始 断 面 为

�一�，
断面形状为矩形

。

如图��
� �所示

，
流片宽度为各�

。 ，
通过的流量为△�。

△� 。 一 。 �。

�告
。 � 。

一�
。 。 � �� �

��
。

����

� 。 ，
日

。
分另��是流速矢量 寿

。
与 � � 乙和 � ��平面的夹角

。 ’

流片流动一段距离后
，
流片的断面变为图����所示的形状

。

通过的流量为△�，�

△�， �

�含
�· ，

一日
�

一
“ ����

� ���
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图� 流片侧表面图

图� 计算起始和终了断面图

，，
日

工

是该断面流速矢量沪和
� � �与� ��平面的夹角

。

以上是设乙�
，
沿水深不变

，
这实际上是假设流片的侧面为一垂直面

，
这对等宽滋流坝而

言是正确的
。

将流片自上而
一

「均匀地划分为若干流层 ，
每一层水深为各�

。 ，
则每层可建立连续方程式

如下
�

� 。 �� �
�

。 �� �� 。
乙�

。
乙�

。 � � ��� �
日
����� �乙����� ����

即
� ���

于
�

� 。 。 � �日
。 � � �� 。

乙�
。

� �。 � �
日
��� �� �

各�， �� ����

对于等宽反弧段
，

了 乙�
。 �

飞
。 � ��

，
则上式可改写为

�

� � ���� 二

各�
�

� 。 · �� �
日

。

。 ， · 。 � �
日

，
己�

�

����

用有关几何关系式代入上式
，
并用�

。
对它无量纲化

，
有

�

各�� 各�
。
训�

。

亿

�

介二粼
· 、 �训再丁弃一 ·

亿�
。 一 ��� 一 � 。 �

�� � ����

式中
� �。一一表示起始断面的底坡 ��

。 二 ���
。
�

。

����式就是空间弯曲水流连续方程式
。

�三 �初始 自由表面的假设

由以上推求的方程式
，
对假设的初始自由表面的准确程度要求不严格

，
但是如果假设的

初始自由表面和实际的自由表面比较接近
，
那么在迭代计算的过程中

，
达到要求的精度的迭

代次数将减少
，
而粗略的引入方式

，
如初始自由表面上各点的高程按�

� � �引入
，
那 么

，
收

敛性仍 良好
，
只是计算的时间较长而已

。

因此
，
本文的计算过程中是按如下较准确的方式引

入初始自由表面的
。

�， � �、 � �
。

����

式中
� �’ 一一自由表面高程

。

跳一一底部高程
。
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�
。
一一初始断面的水深

。

�四 �水头损失的引入

本文的引入水头损失
，

是按谢才和

�� �

公式引入的
�

��， 二 “

气
、

���

� � �丈 �
�， � ��

�

����

、 ‘

今
�

式中
� �
一一为固体边界的糙率

。

�
，
一一水力半径

。

��一一流线的弧长
。 ‘

本文计算�
，
时

，

是按如下方式计入的
�

在边墙且在底部的单元水体
�

� ��
。 ·

各�
尺 ， �

确 不石� ����

在边墙而不在底部的单元水体
�

�， � 乙� ����

在底部而不在边墙处的单元水体
�

�� 二 各� ����

在水体内部的单元水体

�， � � �� 即��
� 二 � ����

�五 �计算步骤

由已知的初始断面水流参数
，
固体边界

，
利用式 ��。 �，

��� �
，

����进行迭代计

算
。

首先
，
按 ����式假设一初始自由表面

，
由此可以由以上方程式计算出固 体 边 界的高

程
，
把计算出的底部高程和实际的底部高程相比较

，
从而对初始自由表面进行修正

，
直到二

者的差达到给定的精度为止
。

具体计算步骤如下
’

�

���如图�所示
，
将水流用垂直向下的平面分为若干流片和若干段

，
其长度分别为��和

��
。

曰曰呀呼不和树树

纂纂纂
�叶
�称
�翻

尸

图� 计算网格与顺序图

���按 �功 �式假定初始自由表面的位置
。

���计算过程中
，
积分被数值积分代替

，
微分导数 用等

距七点无差差分代替
，
由式 ��� �

，
��� �

，
����式 联 合

计算扩求解底部高程
。 ‘

���由差值△�一

��已知 一 ��计算作为初设自由表面的修正

髦
� �

熏新计算
，
直到 �△��� “ ” �△���

“ �

为止
。

为了验证本文的计算方法
，

计算实例及其结果分析

采用了二个算例
，
以资和实侧资料及有限元法的计算结 果对

比
。

第一个算例如图�所示
，

取自于文献 〔�〕中
。
水头�

。
为�

。

��米
，

单宽流量为�
�

��平方米�秒
，
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反弧段起始断面的坡度为�
� 。 ，

反弧半径为�
�

�米
。

计算结果示于同一张图�上
。

算例 �是 取

自文献 〔�〕中的算例
，
如图�所示

。

水头�
。
为��

�

�米
，
单宽 流 量 为��

。
�平 方 米�秒

。

两

段反弧的半径均为��米
，

算的结果示于同一张图上
。

计 算中取固 体边 界的糙 率 系 数
�为

�
。
���

。

— 本大灯茸解
��

一 有陈九肠
尝，，位 �净

��‘ ，
尚

价一，几�卜 �

��� ���

图� 算例�

图� 算例�

由图�及图�可见
，
采用本文的计算方法所算的结果更接近于买测资料

。
另外，

计算的水

面线基本相符
，
二种方法计算的结果差别不大

。

因此
，
由以上可见

，
说明了本文的方法的可

行性和可用性
。
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以上的计算是在���一一����机用���������编制的程序
，
进而调试计算的

。

而对

等宽益流坝而言可按二维处理
。

因此
，
计算中只须计算一个流片

。

本文计算中取
“ � � ��一 ” ，

。 � � ��
’ 。 ，

计算一个算例约需六秒钟左右
。

由此可见
，
用该方法计算同一问题所需的时间比

有限元法大为缩短
。

因此
，
便于工程上的应用

。

四
、

结 论

�
、

本文给出的计算溢流坝反弧段水力参数的一种新方法
，
它的应用简便

，
计算精度高

。

�
、

本文计入阻力的方式有待进一步改进
。

本文曾得陈椿庭高级工程师
，
陈肇和教授

，
李桂芬高级工程师的指导

，
谨致谢意

。
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〔�〕 水利电力部第十一工程局勘测设计研究院
，
溢流坝反弧段水力特性的有限单元法分析
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〔幻 水力电力部 交通部 南京水科利学研究院 有限单元法在溢流坝反弧段水力计算中的应用
。
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