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基于应变余能的�积分
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本文提出基于应变余能的�积分
，

证明了�积分回路定义的守恒性
，

论述了�积分作

为弹塑性断裂判据的有效性
，
向时还提出�积分形变功率定义的表达式

�

关健词
�
裂 纹

，

断裂判据
，

�积分
‘

�积分是弹塑性断裂力学中一个十分重要的参
一

钱
�

它反映了裂纹尖端的某种力学特性

或应力应变场强度
。

但是在讨论时
，

一般假定在裂纹表面无载荷作用
�

木文提出 一 种 与

�积分并行的新灼积分表达式
，

这里命名为�积分
， ’

仑既具有�积分的全部优点
，

又较�积

分有更广的适，��
一

�范围
。

�
‘

�积分的回路定义及其守恒性

对于二维问题
，

�积分定义为如下的回路线积分
。

�见图 � �

�
�
一

�
�
����一

� ’ 。 �
�

— � 以�
��

��一 �

其中
纹上表面

�

一一围绕裂纹尖端的一条任意反时针�川路
， ，
坦端始 卜裂纹下 大面

，

未端终于别

�
�

一回路
�
上任一点 ��

·
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一一回路
�
上任一 氛�丸

� �

一丫回路
�
上任一点 �

� ，

��一一回路
�
上的弧元

。 �

� �处自勺，友变余能密度
。

� 一

�
����。 。

了�处的应力分量
。

��处的位移分蚤
。

下面证明�积分的 守巨性
。

设分别有两个积分回路
�
和

� ‘
�见图 ���

，

�积分的守恒性就意味着应有下列怕等式

图 �
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考虑到弹性力学平面 问翘的几何方程
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得

工
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注意到 闭合回路 �是由
�和 �，以友裂纹表面组成�即屁

十花， 十 百瓜点犷入�
，
又注息如

在 裂 纹 面 百奋 不疚弓汪
，
��� 。 ，

当裂纹面上无载荷作用或有均布载荷时
� 。 ‘
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、
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可见只有庙和�，补 对积分有贡献
，

于是

口吸了、
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由此可见奋�积分是
‘

子�亘的
。

应该指出
，

基于应变余能的关系式 � �一 � �
，

不仅适用于弹性变形
，

而且适应于弹

塑性变形
。

但对弹塑性体不允件发生卸载
，

以保证公
��与 。 ��唯一确定

， 。 ��应理解为全应 变

分量
，

�为弹性应变余能与塑性应变佘能之和
。

值得汪意的是
，

如果在闭合回路 �中有大应变区
，
应力应变方程 中将增加一些二次

项
，

�积分 的与线术关 比就不能得到严格 证明
。

� �积分判据及其有效性

要使�积分成为断裂判据的有效参 晨
，

裂纹尖端地区的应力应变场强度必须有�积分值

唯一确定
。
只有

�

�

二样
，

当裂纹尖端的应力应变场达到使裂纹开始扩展的临界状 态 时 �
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�积分也达到相应的临界值 �，�
，

而与试样尺寸和加载方式无关
，

于是�积分判据可 农 示 认
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。
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异性
，

这样
，
����与� 二�

�
、 ，
� 二�

。�
完全牛效

，

可 以作为一种断裂判据
。

�
·
� 弹塑性情况

由塑性理论中全虽理念的基本假设
，

对复杂应力状杰
，

很据单一 �史线假定
，

有

弹性阶段
� 、， �

一��
�

��一 �� 少

弹塑性��’�段 � 。 ���
‘ ￡

�

��一 �� �

其中 �产 二 ��� 一 。 �饱 称为剖线弹性模年
�

�图 � �

��
“ �

�

厂
�

粼
’

、�一�冬��
万

行��洛
， 。 �二

布私��二言七瓜��
，

若
沪

杯孔二 �。 �

录�弄斗 �。 �

叭
‘
�

，

则有

� �“ �名� 〔 �刃��乞
、
�〕 ��一 � � �

认中 �夕。弓单性模龟
，

� �

为应力似度
，
乞�

为应变强度
，

��￡
�

�为扮
�

一函数
，

可 由实验确定
。

假定材料为幂硕化材料
，

令式 ��
‘

一 �� �中

���
，

�“ �一�护
一 ’
��

则 � 、
二�￡�，，

��一 �� �

‘ 代入 ��一 �� �式
，

得

�冬��

�‘ 二� 、 ��一 ‘ 二八�
�·“ 厂’

��艺�
�‘

����
�

�
’ ”
� � ���。 ，

�
’ ‘ ”

为方便起见
，

令 � 二 ��
抖 ，

� 为材料的幂硬化指数
，

则

�二， �人
“
� 屯‘ 一 “ ，

��一 �� �

采川极坐标 表小裂纹尖端区域的应力应变场
，

由直角坐标与极坐标之间的关系
，

得

� � 。 印
�

� ��印

奋 �
�

�— —
·

十 ‘ 二二下

�
’

�
” �

‘

�“ 少

� �� ‘
印

� � 口一
�二， �石

�

� 沙� ‘ ��一 � �
一

，

�

�
�
� ��

平衡微 分方程 �不刘
一

体刀 �

“ 一 犷 �
� 。 甲

�旦旦生
‘

�工
甘� �

。 下 � ‘

。 �

� �，— � � 一
�

� � 一 � � �

迢
“ �

。 �

、，� � ‘

��

�下 ，，



�� 郑 州
������比�����白��

报 �，�的兰

几何方程为

�� 日

。 � ��一 � � �

︵土一��

�

�一幻�一于一
、
�︷�

一一一一
�户��

����

��
，，。�

��一
�

一场一
粉十�� 口

� �� �

� ��
�

����
‘
气

物理方程

��
� 一 姿

�一

�。
�

一环 。

七
’

�。 � � �
�

二 �

二了下� 气 � �—林 �

七
亨 ��一 � � �

�
�“ 一
丁

下�分
� �

�，
��口

将式 ��一 � � �代入式 ��一 � � �
，

得

��
�

�� 卜
�， � ��“ 一 ” � 盯 �

一 士 � 。
�

乞。 �� �一 “ � � ��“ 一 ’ � � � 。一 含 � ，
� �

一

�
’

一 � � �

���
��� �一 “ � � ��“ 一 �，下 � 。

�、�七

对裂纹尖端区域的应力场
，

若取应力函数为

印二��七 甲 ��一 � � �

产、 碑 沪、 ‘ 门

其中

边界条件

甲 �甲�
。
�

， “ 、 �

�为待定常数
。

� �
一 � �� 一 土 兀

下 ���下 ��� 土 兀

��一 � � �

��一� � �

由 ��一 � � �式
，

得

口
�

二���一 “
�
�甲一司

�

����
�一 “ � �

� 。 “ ��‘ 一 “ � ��

一 � �甲 “ ���一 “ 盯 。

��一� � �
� � 。 ‘ ��仁一 “

��一
�
�甲

‘
��� ‘ 一 “ �， 。

�石一

戈一
’

形
’ �

觉 凡
� �之 ���一 “

了 � � �� � 。 �
一

� � � 。 � �下 �� 。
� ���

� 了
，

���，��·���丈

由式 ��一 � � �
，

得



第�期 韩连元
、

丁遂栋
�
基于应变余能的 �积分

‘ �，��，�����翻������������ ，�口‘ 目���曰�����口� ，，�������门������

尸、 碑 产、 沪 洲、 护

公�一� �一
“ ��

“ � ���一 �‘ “ �

��
、
一 “ ��

“ ���一 �，。 �

�坎一 ��
�� �

一告 。 。 �

�、 � 碑
气曰

�︸了
��产翻勺

公，二 � �一 “ ��
�� 叹扣

� �” � � ��一 ��
�� ，一 专 。 � �

一� �一 “ ��
“ � ��一 �厂，〕 它� ��一 � � �

�，�� �� �一 “ ��
“ � ���

� ��，，� � ��。 一 ��下 「

� �� �一 “ 、
�

“ � �叹‘ � ‘ ’ ���。

产�
�
��
�，�����
�、

由式 ��一 �� �得

�一
� ‘一 “ ’ �

‘ · ‘�一 ’ ‘· ’ ‘ ’

毛

�
��。一人 ‘

一 �
·· �
卜

��

一

�它
�

一

�一 �� 叮

� �一 “ 、

�
“ � ��

，一 �，” �� ���

丁
��一 �‘ ，

���� �
‘一 “ ，�

“ �“ ��” ，� ‘ � ·

��一 � � �

了�

书段

了

�� 矛
，
燕

图 �

户
那

由图 �得

��
二

一 ��
�

一�� �。
� ���一 “ 亨

‘

��一 � � �

�
，
一 �下二 �� � �

� ���一 ��

�
�‘月

��

而

���
’ �

�一 �

兰二圣
�、白��

��

��一 � � �

�� � ���一 。
三工�

��
�

，‘，
�

仁布



郑 州 工 学 院 学 报 ����今

山图 选 介祖

，“
一 、 � �

一� 飞，，二真
‘一

“ 、
�

“ � ‘�一 � ‘ 。 � ‘ � �，

人
址
�一 �� 。 ��� �‘ �巴 人

�一 “ ��
�� ��一 ��，� 十 土 �

��一� � �

将式 ��一 � � �
、

��一 � � �代入式 ��一 � �中第二项表达式

。 ��

刁�

� �
‘一 “ ���

’ 中� ‘ � ‘ ’ 译 “ ，��一 �� �

产‘ 口

。 �

� �
�
�

。 �
� —�� ��一� � �

” ��
， � �

代入式 ��一 � � �
，

外
一

后积分
，

得

�一�
�

，
� 。 三

一� ‘一 “ � 。 �， ‘ 一 工

且� �

一�

�、一十
一�

积
气�

� �� �一
住 �
���

小 “ �� �� 十 匡���一 �

��一� � �

若取园心位于裂纹尖端
，

石�一 � � �代入式 ��一 �

半径为�的园周作为积分回路

�
，

得

卯」��一 ���
，

将式 ��一���

。 �
������一 � ，二生

’� ���
刁 �

�了、、

究

汀一

�
︸

一一

����

一人
‘ 一 “ ·

��
‘ 斗 “ ’ � �’ 十 ” � ��一 ��� ��一 � � �

由于�积 分具 有与恒性
�

即 与�无关
，

故有

��十 � ��
。 一 � �

一

卜�一 �

解之得
�� �

一

少� �

�十 � ��一� � �

将式 灯�一 � � �代入式 ��一� � �
，

得

��一� � �和
、�声产

︸︸��

�一��、‘
�一一

将式 ��一 �� � ��一� � �代入式
�

��一 � � �
�

。 ，
一人 �
众

，’ “ ‘ ’ “ ’ �一 ’ “ ‘ 卜 “ � 。 �

�，‘

得

口 ，�� �
�

��
�

’ ‘ �’ 今 “ ，�一 ” 又’ � ” � 。
��一令 � �

�
�

�

�
娜��
�夕�
，

���� ����一 � ，�� ��� �� 口人���
、�

·

��二�



第�期 韩连元
、
丁遂栋

�
基于应变余能的�积分

将式 ��一 � � �
、

扩�一 � � �代入式 ��一 � � �
，

浮 ‘ 片 穷

公
�

一 ‘
寿

，“ ‘ 飞 ‘ ’

一
“ “ ‘ 住￡

二

“ 。一 ‘
众

，“ ” ‘ “

一
”。 ·

�

一
�‘
五

，“ “ ‘ “ �
一 ‘ ’ ‘ 已

一

‘ 愁 ��一���

��，���考��
·

�七

式 「�

�为与材料性质有关的常数
，

可实验确定
‘

言为
�才料的幂硬化籍数

，

可实验确定
。 ”

。 ， 、 。 。 、 � � 。
为应力角度因子

。

断
、

� ， 。
为应变角度因子

。

一

丁二
�

一

击
一 “ “ ’

一 ” �
州、 “

�
口，‘ 产

�
� ，�

’

寻 且
��二乙竺 一 � �‘ 二二 ���

一

可见
，

裂纹尖端附近的应力应变
，

毓华一定材料来说
，

只依赖于�积分
。

即上述 弹塑

性或非线弹性情况
一

��
，

裂纹尖端应力应变场奇异性强度由�积分唯、 确定
。

� �积分形变功率表达式

为便于
一

��
一

算和实验测定
，

参照
一

为狱 〔 �〕 对形变功率表达式的证明
，

采 用 类 似 的
’

方

法
，

可以很容 场得到�积分的形变功率表达式

� � � � 沉 ，

工
一 而 厅一 寸

‘

甲 ��

� � 以 �

�
�，

�
�二�

�� ��一 �

式中 斌为应变余能
， ‘

臼等于应变余能密度在构件体积内的积分
，

即

二 一 �
’

���

��一 � �

� 全选夕 ����
气‘ 矛曰 护目

�积分可用于建立弹塑性断裂判据
，

尤其是适用于裂纹面上有均布载荷作用 的情况
，

这对解决某些工程问题有一定的实际价值
。 、

例如
，

对压力 容器出现裂纹 后在裂纹面上存

在内压力及重力坝下出现裂纹后裂纹面上存 在水压力的情况
，

用�积分进行弹塑性断裂分

析是可行的
。

最后需要指出
�
�积分的与路径无关性及�积分的等效定义都是在不计体力

，

小应变全

量理论
�

单调加载条件下得到证明 的
�



�� 郑 州 工 学

一一

一一
护

一
学 报 �，昌�年

侧�����阅����旧���“ 刃���门，�， 甲
，，甲

一

一
，�������������

参 考 文 献

〔幻 徐芝伦编 《 弹性力学 》 �下册 �， 人民教育出版社
， ����

�

〔幻 徐秉业
、
陈火炎灿编 《 塑性理论简明教程 》 清华大学出版社

，
一肚

，
�

。

〔�〕 北京钢铁研究院金属物理室编 《 工程断裂力学 》 ，
国防出版社

，
����

，
�

�

〔�〕 ��

�
�

�� ��
，
���� ����� ����且 �����‘ �������� 入�吧�五���心�

，
�����‘���扭��������������������

������
， ����

�

〔�〕 高庆主编 《 工程断裂力学 》 ，
重庆大学出版社�

，
����

�

��� �����������
‘

��� ����� ����� ������ �������������

������

��� �， ��� ��� � ���� ����〔���

�

比����
���

�

���蕊�五
�

��� ��

��

��������
�

�������� � �舒

��������� � ��

���� � ���尾 ��、

���� �����，
���

�� ���� �� ������
。

� �� ������

�
� ��� � ��

�
’

�� �� ��� �� �
，

��

��� �� �吕��� ���� �

�������

�’ ��� ��

��、
﹄

�

��� � �� ������
，

。 �������� 、 ���

��� ����� �� ��� ��������� � ��� ����巴 � ����

��� ����� ����� ��� �
�

���� 以��� ��� � ���
，
���

��������� �� ������ �� ���� � ��� �� ����� ����� ��
’

��� � �������� �� �����

���
。

��������� ��� ��
�

������ �� ����。 了�� � ， � ��� ����、，�


