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本文将讨论有限生成模极小生成元的性质及应用
。

如果�一模�能被
� ，， � �， … ，

��生成
，
但不能被任意� 一 �个元素生成

，
则称

� ， ，� �，

… ， � �
为模�的一组极小生成元或极小生成元组

。

显然有限生成模必有极小生成元组存在
。

首先讨论自由模的极小生成元组的性质
。

定理 � 设�为交换环
，
� 铸 �是�上

�秩自由模
，
则�的极小生成元组由�个元素组成

。

证 设
� �， � � ， … ， � ”

为�的一组基
， 。 �， 。 �， … ， 。 �

为�的一组极小生成元
，
则它们

可相互线性表出
。
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由基表出元素的唯一性有
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因�为交换环
，
对上式取行列式
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而�的极小生成元组所含元素个数不可能大于基所含元素的个数
。

所以有� �

� �

由定理 �可知当�为交换环时
， �上的�秩自由模的一组基

，
必为极小生成元组

。

进一步

还有如下结论
。

推论 设�为交换环
，
� 沪 �为 �秩自由�一模

，
则�的极小生成元组为�的一组基

。

证 设
� 工， � �， … ，

��为�的一组基
， 。 �， 。 �， … ， 。 �

为�的一个极小生成 元 组
。

它

们可相互线性表出
，
写成矩阵形式
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可知�为可逆矩阵
。

若有线性组合
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为�的一组基
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综上
，
当�为交换环� 笋 。时

， �上�秩自由模�的一组基与一组极小生成元是一 致的
。

这与线性空间 中的性质是类似的
。

下面我们讨论主理想整环上的有限生成模
。

其极小生成元

组有如下性质
。

定理� 设 �为主理想整环
， � 铸 �为 �上有限生成模

，
则�的极小生成元组所含元素个

数等于�的基本结构定理中不变因子理想的个数
。

证 设�的标准分解为

� 二 ���④���①…④��
�

����一。 ����
�

习… 。 ����
� �����祷 �

显然�
工， ��，

�

�
�

为�的一组生成元
，
若�可由� �， � �， … ， � 。

生成
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去掉零子模
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这与�的标准分解是唯一的矛盾
。

所以有
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定理�说明在�的标准分解中
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即为�的极小生成元组
。

这时�被分解

为个数最少的循环子模的直和
。


