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一类非线性伪双曲型方程的

第二初值边值问题

杨志坚

�数力系�

提 要
� 本文用�����幻访法和�����一��������不动点定理讨论了一类非线性伪双曲型方程

。

���一 ��������� �二����一 入������
， �

���
， ���。 ，

入��
。
在矩形域 ��

， 二 〕 � �氏 �〕

上的解的存在性
�

唯一性及解对初值的连续依赖性
，
并且讨论了当 人一 。时解的渐近性态

。

关键词
�

非线性方程 初值问题 边值问题

对于非线性弹性杆中的非线性波动问题
，
历来为力学和数学工作者所关注

，
许多学者都

对此作过研究�‘ 一 ��。 特别在研究具有定常的横杆的纵振动时
，
在非线性���� ��固 体振动的

情况下
，
会出现一类形如

�
，�一 ��

。 � � ，
�

� �
��

二二 一 入�
�二 、 二 � � 。

� �， � ，
��， 入��的非线性伪 双 曲 型方

程
。

文 〔�〕讨论了当 入二 �时该方程的第一初值边值问题的解的存在唯一性
。

文以 〕则 进一步

证明了在一般情况下
，
该方程的第一初值边值问题的解的存在唯一性

，
并讨论了当 入令 。时

解的性质
。

本文利用��� �����方法及�
�
���一

�������
�
不动点定理���

，

更一般地讨论了非线性伪双

曲型方程第二初值边值问题 ��， �
。

�
��一 〔� 。 � � ，

��
二

�
么�〕�

�二 一 入�
���� �， �� �� 叮 ， ��� ��， ��

�
二

��， ��二 �， �
二

� 究 ， �� � �， �� � ��
， ��

� ��
， �� � ��� �，

�
，��， �� � ��� � �� �� 介 ��， ��

�其中� 。
��

， � ，
��

， 入��均为常数 �

的解的存在唯一性以及当 入今 �时
，
解的性质

。

� 一些引理

我们用�
“ 〔 。 ， 二 〕 ，

����， 成 �分别表示�次连续可微函数空间和�������空间
，

特

别�� ��
， 二 �� �� ��， 二 �

，

规定 �
·

�
� � 口

·

妞。 � �。 ，��，
研

·

公� � �
·

�
��‘ 。 ，， ，， 甘二

川
。 ，二 �。 符号

“
今今

”
表示一致收敛

，

�广
�

。 �
�

，

二奄矛石 �
甘入

�
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设方程 ��
， ��的解� ��

， �� “

��� �� 名 �，�����
， ��� � � 兄

云 �尧���������
，
并设

�二 �

��
�����

，
代入 ��

， ��， ��， �
，
�可知

， ������

�� � �� �

应满足无限常微分方程组的初值问题

��入� � 。
�
��，�� 入�

“ �，人� � ，
�

兀 �洲。

�兄 ���孔����� �
“ ‘ � ’ ������� 二 �， �� �

� �� �

��一 ��

��轰���� ��， ��孟���� 日�
。

�� �
，
�， �， ��， ��

其中

性
，

�
� � �� �

��� � ��兀
》 �

可求得�
。 人���� � 。 � 日

。 �， 下面我们证明当���时
， ��， ��

，
��， ��的解 的存在

并由此得到 ��
， ��， ��， ��， ��， ��的解的存在性

。

首先考虑有限常微分方程组的初值问题
，

全
、二· � � 。

�
么�、�· � 入�

么

子
‘�· � ��

�
�

� � ��入�、 ����� �“ ， � ‘ ������� � ������ ��， ��

�� �

�人�、 ���� ��， �入�� ��� 二 日� �� �
， �， … ， �

�

引理� 设�
� � 乙 �日�

� � � 。
�
���� � �

�� �

��

� � ��

��一 ��

北 �
� � �� 、����� �

�‘，� ’ ���，
如 果

� �� �

���

�咔��
�、���

，
则问题 ��， ��

，
��， ��的解存在

。

证明
�
由常数变易法知线性常微分方程组的初值问题

�几�� � � 。
�
，
�孟�、 � 入�

“
�人‘， �

一 ”��，
�
北 �

� 乞 ��������� �艺“ � ‘ ������� ����� ��， ��
� �� �

�入�� ��� � ��，

对��《 �《 �和��

�人，� ��� � �� �� �
， �， … ， � ��， ��

� �� �” ， … ， ��� �〔 �〔�，

�入二 ��入�材， … ，
�入、 � �〔 � “

��， � �门�〔�，
�〕存在唯一解
�〕 。

取� 仁。， �〕 为基本空间
，
作算子 ��

�

�〔�， �〕，�〔�， �〕， ��� 二 �入
由 ��， ��， ��， 。 �确定

。

显然对��《 �《 �， �浇� ���

有意义
。

当� 〔 ��� 〔�， �〕 ，
�为有界集时

，
设�入�

‘ �二 ����， �入���� ����， �入� ��〔 ‘ � �

��名�� ��
� � � � �

� ��入，，， … ， �入�� �
，
��

入
�� 万 ��

入�、
则�

入
满足问题

�� �

�人�， � � 。
�
�
��，� � 入�

“ �入�� �

�����

一 ‘” � 一 ” �，��
�
�
� �� �

�� �，����� �“ ‘ 小 ’ �������
，

��， ���

�人�� ���� �， �入�� ��� � �
。

�二 �
， �， … ， �

。

��， ���
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��
，
���二端乘以�

人��， 而后在 ��， ��上积分并利用�� ����不等式可得
，

二
��孟‘� �

么 � 一�
�
�杯

。· �
�、 土儿亏红上 。朴

�· 。 � � ��”
� 一 ” �

���‘ �� � 。 之

其中�� �� � � � ，
�丁

兀 �
乙 ���������� �

“ “ � ‘ �������
，
故有

��� �

·

一
��

入�� � � 。
�
�

��
人��

� ��
�
一 �

， 】
飞

� ��
��� � �� ��

， 一 �� ������ �

不妨设

�朴
，、 �

这里 �
·

��
� 一 �

�

��� �， 由上式可得

，，�一 � ��
� 一 �

�

���� ，���

���
，
故 ��

孟
�
�，�， � ��

� 一 �� �，��

二
���。 ，��� 二 妞

又对任意给定的�
， �簇�《 �，

一 �材
��二 ��入�、 ， … ， �人，、 �，

设�
孟�’ �� �。 ��” ， �人‘��� �� �《名，， 令�

‘ � �� ‘ ，

则有

�盖�” � � 。
�
“ ���� � 入�

“
�入�� � 一 �

����
几 �
〔 名 ����’ ��� 一 ��

���� �����工〕����‘ �，
��

�� ��篮

�二 �

��一 ���

�入扭 ���� �， ��‘、 ��� � �
。

�� �
， �， … ， �

�

其中���“ �， � ‘�，� � � 乙 ��吸” ������耳 ��“ � �

�二 �

�

��
，
���

� �
名 ���

’�������� �
“ ‘ 一 ‘

� 乙 ���
�� 一，

�� � �� �

����� �
�

� … � � 乙 ���’ �������� � �

�� �

����，������� �
��

�
云 ���

“ ��、 ����� �
二“ 一 ‘

�� �
，

�名
气了

十

�� �

方程 ��
，
�� �二端 乘 以�、�，

而后在 ��， ��上积分并利用������不等式可得

二
� ，

��人�� �
“ � � 。

�
� ��人�� �

‘ 《 命
�朴

。· ，，� �
夸

，，‘，‘ �“ ，， �‘� ，， “ ‘

其中
， �����’�， � ‘� �� 二 一 �

�
���

兀 �
� 乙 ����‘ �，� 一 ���

，，� ������〕������， �记�� ���

� �� �

故
，

��
再�� � � 。

�
“
��

几�� � 一 � ，

瓜
�

、 百 � ‘ 一

州 ’

�

�
“

十 —
� ��

�

���‘ �， ��么��

注意到

从而 �

��‘ ���
‘ ’ ， ��

“ �� �
。 、 � � ���

’ �一 �贬，��
。
���，

由上式可得
，

��
人�、 �

。
今 。 ，

节 令 。 ， � �� “ �一 �咬���
。
令��
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易知�。 � �〔。 ， �〕今�〔。 ， �〕是一紧变换，
且当�二 。时

， �‘ 二 ���有唯一的不 动 点
。

设�
人 “ ��入

，�， … ， ��� �是算子 �
。的任一不动点

，

即有
，

�入�、 � � 。
�
��孟�� � 入�

“ �人�、 � ��入，������ �
�， � ’ �������

， �� ���

��， ���

�名�兀��

�
�

…�，��自一

�入�、 ��� � ��， �
’
入�、 ��� 二 日� �� �

， �， … ， �
。

方程 ��
， ���二端乘以 �人�、 ，

对�求和而后在 ��， ��上积分可得
，

�
乞 〔 ��入�� �

� � � 。
�
么
��入�� ��〕《 ��

二 �

因
盆����

�·���
，
故有 ，���· �

�、 � �
��， ，��

其中�
�

是与�无关的常数
。

故由�
�
���

一 �������
�
不动点定理知

，
算子��至少有一个不动点�

入 〔 �〔 。 ， �〕 。

又由常

数变易法知
，
问题 ��， ��

， ��， ��至少有一个解�
入任��

��， � ���〔�， � �

注解�， 如果��� �。 � �
�。 ， 二 �， ��� �。 ��

�。 ， 二 �
，
则可保证祷������

�，���
·

� �兀 � �

引理 � 记�
‘ � �

�

� �‘�������
， ‘�， �� � 】 ����

�二 �
’ �

�
。

�

设�
入� ���� 艺 �

‘
��轰�� �

� � � 。
名 �� ��

入、� �么 � ��� � ����〔 �� 人、 二

�名�

�� � �� �

��
入�二 二 二 �

“ 〕

则有
，

哟子
一

土
一

�
一

《 � ‘叭 ，” ’ ，
其中� � �� ��� � �����

� � �� � ��介 �一� ���

��
� ’
�亿� � �

��� ‘

证明
，

用�
咭�入�

乘以方程 ��
，
��

�
月，� � � ，

�夸

�
，二，‘ ‘ 曰 � 尸 气， �� � 门， � 、

入�」刁、 寸目 “ ��寸下�丁� 名曰 � 、 �
’

�� 夕

� � �� ，

� 一 占

�
� � 。

刀 �� ��入�、 �
�〕

�
� 入 � �� ��入

�� �� � ��
， ���

人、 二 �

�� �

��� � �
入，二 二 二 二动 � �分部积分二次可得

，

《 ��
入�二 �忿，� ‘ ，

�
入�二 � � 二� 。� � ��� � ����� � ���

入�，
�

“ ，一 � ��
入��二 � �

入��二 ���

十 鱼�上�
� 佘

� ‘ � ‘一 ” “ ’
��

入仪��� �
�》 一 � ��� � ��

��
入、 二 �

�
一

‘
�

入�二 、， ��
入�二 � 二 �之�

故
��入� ��

��
立《 � ，�� ��� � �����

‘ 、 二

�
，
一

，
�

‘，工�， ��
‘ ，��二

�
， 》

一 �� ��� � ���� 《 ��
入�二 �之“ 一 ‘ ��

‘ �� 二 �‘ ，
�云

��� � 。�

因�
孟�二 ��， �� � �

轰�，
� 二 ， �� � �， 由�����定理知

，
存在各〔 ��， 二 �，

使�
蕊��二 �七

，

�� � �
。

故



州 报 ����年

��
、�二 ，、
丁��

入�二 二

���� �二 ���
‘ 、 二 二 ���

�产 � �

�

匹厂 习
艺 ��

�
�

�
�入�

义尧 兀 、

—�� �

�
‘
���、、 �

“

��， ���

��

��
人，� 二 �《 � ��

入、 ��二 ���《
护
己

�
“ 一�

‘�二 二 二

沙
�

�
��

’ “ ” ‘ “ � ‘
专

�

弓
，

�“ ‘�‘ �� ’ “ ’ “ ‘

� 一 �

《 二 �
典

�“ ，

艺� �

��
， ���

�
‘
一 ，‘
�

，� 、

一 ，�� 《 ‘ 二
�

‘

��
入�� ��

�
“ ���‘ 产 “ � �书�

�

�

乙 �
‘
������“

� “ “

� �

《 。�

利用估计式 ��， ���，

�人�
、 ，， �

—
产

艺

��
， ���，

��， ���

��
， ���，

��
入、 二

�
�� 一 ‘

�
入、 ��， ��

人�二 �二 ���
�《 〔 二 擎

�
，， � �

艺

北 �二、

万二了一 乃�

乙� �

兀 么� � �

进一步可得
，

�入”
、 �， � 、 �

一
� �

」全 塑 �
‘ 户 艺〕 艺口 一 ‘ · 北

�� �
�

��入� �二
� �

��
� ‘ �亿 � 。 �

�，� ’

����
��二 �

�‘ 一 ‘
��

‘ ，�二 �
“ ，
�

入、 �二��

������ 一 ������
入、 ��“ � 一 ’

��
入�二二�

�，
�

入�� 二 �

��
� �����

入�二 ��“ 一 ’
��

��二 二 ��
入�� ��，

�
入、 � ����

《 ��� 一 �� 〔 二 �

典
“ “ 〕 艺二 · ‘ 二 �

妙
� ‘ ， �〕

�匕 � 名

� �〔 二 �

凳
，’ 二 ·

�

式 �
‘ 了 “

�
�

三� �
‘ 尹 “ �入�〕

�

《 ��� � ��兀 �‘ � �
��入� �“ � ‘

��“ � ‘
�亿

� 。 � “ “ � ‘

故有
��入筑 ����二

一
一二下万一一一— ，、 、 �、
��

�入� �口� ‘

引理 � 如果
���

�令 。
�、 、 �。 � �

卜 荃 〔����

一
。
���，

�〕 � ��� � ���
，

�
�� �

几 �》 。

� 乙
� �� �

�������� �
‘ “ � ￡ �

，������� �
������

，
则存在区 间�《 �《 ����、 ， 使�

‘� ���在此区间
�� �

上一致有界
。

其中 �、 � �

����

�， 。 口 击 二 �， 。
如 ��场 ��� 、 。 � ‘

一 翘补
占

�
，� 二 、 �

翻八但 � 。 �
叼石月月 ， 国 匀 �正王 ‘ ，，闷， 创

矛一石下一又 舀飞不
� 、
二尧 �、 � � ，— 笋阳 八� ���二 、 � ， ‘ ， 一‘ 佗�、刀

月

�月
‘ ，

一
气万耳不 下一灭一万下

�

、 乙
，�� ， 一

一
��� 、 乙 � 、 � 少 夕 �

�

��入， ��� �
‘
〕 《 � �

。

即 ��入� ��� �“ 《 ��入� �� � �� 〔�一 �� ��入� �� ��“ �〕 一 里 《
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一
一

一
汾叫

一一
�

吧于
， �

一，，，巴�州暇” �甲、 ，

�
， 〔�一 ���‘ �〕 一 ‘ ，

故只要取�� �
，
则 ��汽� ��� �，

��
�，
从而�入

� ���《 � �

�《 ���今� ��， 其中�
，，
�

�

是与入
， �无关的常数

注解�， 衬乳叭
�。 � · ����等价于����。 �� ��

， 二 �，

推论
，
如果衬����

�、� �� � 一 ��冈
， 、�、 ��是问题 ��， ��，

� �� � 〔 � ���
， 兀 �

。

��， ��的解序 列
，
则一

定存在子列 �仍记为���
入�、 �

，

�� �
，… ，

�使�
入‘�令令�

‘�， �‘�、 令令 �‘���令����任 〔�， �辛 〕，

��� �、 。

证明
，
由 ��， ���知

，
��

‘�、 �
�《 � �，

由 ��， ��知

�入�� � 一 � 。
�
’
�入�、 一 入�

“
�入�� 一 �』

��入，、 ����� ��“ 十 ’ �������

�

�乙卜

由引理�知
，
��

“ �入�� 】 《 � �， 】�“ �入�、 】 《 � �〔 〔�， �� 〕
几

�

�

� 乙 ��入�、 ����� �“ “ � ’ �������

�二 �
�
�

���

�� ���� � ���
，
�丁

北 �
乙 ��入������� �

�， �
� �二 �

�

习 �“ �入，��� ��� ��� �����

�二 �

�� ���� � ���
，
���

入。 二

�
“ “
�

入�� � ， �� �����《 ��� � ���
� 二

�二 � ，
�卫丛 � ，。 � ，‘ �

�� �

《 � �， �《 �《 ��

故 】�气� �《 � � �‘ 〔�， �勺
，
这里�

，
为与�无关的常数所以 ��

‘ �
�
�

��
�，
由�

�����

定理即得推论
。

引理 � 如果�

蹂
��、 �。 � 二 ��一

，

则级数
�

穷�� ��一��，，，

�二 �

�
�

�

乙 �
咭��

’

入�����
�

�� �

在 〔�， �勺上一致收敛
，
并且关于��入���〔 〔�，

�勺一致有界
。
�为任意给定的常 数

。

��

证明
，
令�

。 二 乙 �“ ��
人���� �

�，
显然�

。 十 ，
��

。 ，

固定二 ，

取��
�
且�充分大

，
则有

，

�“ �

�� ��
‘�、 �

，《 �� 卫 �‘ 、 �����
�， �〔 〔� ，

�‘ 〕 这里
��

�

�

�
�《 ��

。 一 习 �� ��‘ �� �
�

�� � �� �
� �

用到了�
入�、 令今�

入���� ��今 。 � ��〔 〔�， �� 〕 �
�义。 �洲。

故知级数
�

名 �‘ ��
入���� �

’
在〔 。 ， �’ 二 上一致收敛并且一致有界

。

同法可知对 级数 乙 �
‘

�� �

��七�
�

有相同结论
。

推论
，
存在与 。三入三�无关的常数�

�，
使在 〔�， �钓上一致的有

，
��

‘

�� �

� � 任�
入�

卜
三�

�

��
入

��

‘ 十 ��
‘，
�

‘
三�

， 。

其 中�
‘
飞

�

艺
八
�‘ ，����� ，��

�� �

证明
，
由引理�及�

������嵌入定理立得
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引理 �
如果
对乳

�
叭

。 � 一 ��一 则有�份
令� 、 �呱令 ” � �· ，〔 〔�，

��〕

�

证明
，
��

盔、 二 一 �
入二

�《 � 乙 ���
�、� 一 �入������� ��

�二 �
� ��

入�������

�� � � �

� � 乙 ��
入‘�����

�二 � � �

这里规定�
入�、 � �， ���� �

。

由引 理�知
， 乙 �“ ��

���
“
三�

�，
习 �� ��人�、 �

“
三�

�，

�� � �� �

故 ��
、 ‘ ��� �三理

，
�

， ， 、 ，

一 �
，

广
’ � ‘’ ‘“ � ” �匕节

。 �任 〔�，
��〕所以作为收敛级数的 余 项，

当

��� �洲�

�
充分大时

，
� 艺 ��入‘

������ �� � � ��
浇������ ��

。
��

�� � � � �二
� � �

固定� ，
令�今��

，
注意到�

入�、令令�入‘ ��� �〔 〔�， �带 〕
故有 ��

‘ 、 二 一 �
‘ ，
��

。
��� 。 ���

。 ， �〔 〔�， �带 〕
同法可知�

入�今今�
入， �〔 〔�， �今〕

� 解的存在性

定理�
，
如果

概
��· �。 � �

����
，
则�卜���是无限常微分方程 组初值 问题 ��，

��， ��，

证明
，

�人�� ���

��在 〔�， ��〕上的解
。

将方程 ��
， ��对 �在 ��， ��上积价二次

，
化为等价的� �������积分方程

，

� ��� �日�� 入�
������ ���

入�二 一

丁入�
“ �入�� �丫 ��下

其中 �，�
入

一 ���一 � ��
� 。
�
“ �入�� 一 �，

����
入�二 �

“ ， � ‘ ， ��������
下

下面证明�
认����也 满 足类似的积分方程

，
事 实 上 ��

入‘ 一 ��一 �日，� 入�
’ ����一 ���

入二 �

�久�
“ �入诬�下 ��下

三 ��
入�一 �入�、 �、 ，�‘�

、

一
���

、�· ‘ �
�入�

�

��
入�一 �入�、 ��

�

� ��� �
“ � 。 �� “ � 入�

������
入‘ 一 �入，� �

。 � �
�

��
会 �

����
‘ �二�“ “ � ’ 一 ��

人���， � ‘ ， �������

令令� ��今�� � �〔 〔�，

故�
入����是问题 ��， ��，

由定理 �立得

��〕
�一， ��的解

。

�� �
， �， … �〔 〔�，

定理 �
，
如果

忽
�、 、 �。 �·

���� �亦即��� � 〔 � “
��

，

��〕

北 �
，
� �� � 〔 玉工� ��，

几 �， 则问题 ��，

����� �、，

��， ��， ��， ��
， ��在矩形域 〔�， 二 〕 � 〔�，

��〕上的解存在
。

其中
�、 二 一上

一

����

� 二
�� ��� � ����� � � �� � �成 �� � �� ，

��“
� ’
�训瓦 �

’ 二 � ‘
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注解�
，
当 ���� � �

�

令 。 ，
肠��� � 皿

�
今 。 �亦即�令 。 �或者� ，令�时

，
�、令 ‘ ，

从而

问题 ��，�的大范围解存在
。

� 解的收敛性

设� � �， �人����是问题 �一， ‘ �，
��， ��之解二则�

入��
， ��二 ￡ �‘���� 。 ����

�� �

是�’��题 ��，�之解
，
记 护���� 二 �入���� 一 � “ ����，

显 然 护‘ 。 ��� 注�， 当���时
，

甲、 ���满足问题

印�吞� � 。
�

，入� 二 �
，
�
�〔 ��人� �

” � ��人��
。 �
�入�〕 ������笠 二 一 入�

“ �入�， �� �� ��

甲、 �� �

方程 ��
�

� �， 印入��� � � �
。

�二 �
， �， … 。

��二端同乘以�
� 甲入‘， 对�求和并利用 �

����不等式及引理 �可得

��， ��

��一 ��

�
，

臂
一丁了一 ‘ 之曰

�� �二

��，

�
“
� 甲人��

� � � 。 � �
‘
� 甲入��

“ 〕一��
�
���入二 �， � ��

‘ �
�

。 二

�入二， � ‘ � ，，
�

� �� �

仁》 �

�� 一 �入 〔 名 �
咭
��入��

�二 �

分部积分一次可得

‘》 �

一 习 �
‘ ���� “ �〕三入� �， �〔 〔�， ��〕 ��， ��

一 ���“ � 、 · ，� � ��
、 ·
�

。 ·
� 、一 �人

一，� ���

去“ �入二 �� � ��
。 二

��，
�� 、 二·

��卜

一 ���
��入二�入��� �

’
�

。 二二�，
��入�二 �

’
�� ��

，
��入�

�
。 二
�入二二 ��

入二二

�
。 二
��二 � �

‘ 二
�

�二��‘ 二 ，

�人���》
��

取�
� ��� � 艺 �

�
� 印入��

艺 � � 。
兄 �

确
�甲入��之� ��，���入二�

� � ��
” 二

�
�， ��人� 、 �

�
�

�二 � �二 �

二 鱼〔 ��‘ �，
�

“ � � 。
��

‘ 二二
�

‘ � ���
��� ‘ 二 �

派

由 ��
， ��可得

� ��
“ 二

�
“ ， ��入�二 �

�
�〕

��� ���

��
三入�

� � �� �〔�� ‘ �� ‘ �。 � �
。 二

�
。 二�， ��入二二 � “

�一��
‘ 二
�

。 二

���二 � �
‘ ��
�

，二

���

� �
人二

�
“ 二�

�入�一 �入二二。�〕

下面对方括号内的各项逐项进行估计
，
利用引理�推论可知

，

‘�‘ ·� 、一 � �
。 ·

�
。
一 ‘ � 、 二·

��� ，‘ � �

工�� ‘ 二二 � “��三�
�� 之 ���

分部积分一次得

���
入�

�
“ 二�入��， �入��嗽��� ���

。 二

��入�二 �

利用引理居推论及
������不等式知

�
��

。 �
��入���

� � �人、
�

。 。 ��人�、 ，
� 入�，�

�《 � �〔

十 � 入�

�
“ ，�
�入二二 � �入二

�
” 二

�入��， ��二�》

�
泥

��入二 、�
�
�荞 �

�
��� ‘ 》��’�盆 〕三� ������
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卜�
人�

�
。 二
�入二二二 ，

�‘ 二，� ���
，
���久二�入二�����

‘ 、 ，
�兰�

，
��

人二

�
。
��万

二 。
�叮�入二� 皿三

《 � �了

���
入二二

�公�
入�� 皿三�

��， ��� ��三�《 �辛 �

这里应用了下述事实
，
即�入二 〔 �，

��
， 二 �味�〔�， 二 〕 ，

所以
， ��入二

�
。
三� ��

入二

�
�

三�〔 ��入二

皿� ��
入二 ，

��〕三�� 路�
��入�

故有
，

�一 ��入二

�
。 二
�入二�， �入�，， �三�

�
�����

类似的方法可以估计出

�一 ��
‘ 二�
�

。 二
�‘二 ��

‘ �
�

。 二二� ‘ �， � ‘ �二，， 一��
�
� ， ���

，
故有

��， ���

��
《 入� ， � �

��， ���， �〔 〔�， �勺
。

其中�
，，
�

�

均为与入无关的常数
。

因�
， ���》 �且�

， �� � � �， 故由�
�������不等式得

，

�，���三入�
��分�� �‘

气 �〔 〔�， �事 〕 。

故�
， ���今令 。 ，

�入今 。 �， �〔 〔�， �带再 由此知
·

��
入、 ，
��令今�

，
���入�二 砚令令 。 ， �入今 。 ��〔 〔�， �带 〕 。

又因为

��入��三 皿�
入�二

�
，
日�

入，
口兰 砚�

入�，
�

，

故由���
����内插不等式知 日�入

卜令令�
，

皿�
入，
口

令今�， �入令��
， �〔 〔�夕 �带〕 。

由嵌入定理得
， ��入

�
�

令令 。 ，
��

入、
�

。
今今�

。
�入令��

，

�任〔�， �今〕 ，
故有

定理 �
，
设� � �， 、

�����
�

�、 、 �。 � � ��冈
，
则 问题 ��，� �入� 。�在矩形域 〔�， 二 〕

‘ � 。 ，
阵

‘ 二�
一 上 ’

���� ‘ 以 、 “ � “ 、 一
� �、 切 ’

一�
、 一 月 ， 、 ‘ ’

�
一 ’

沙
�

� “ 一
’ 、 一 ‘

� 〔�， ��〕上的解� ‘ ��， ��存在
夕
并且当入令 。时

，

��
入一 �

”
�
�

令令 。 ，

��
“ �一 �

��

�
。
令令 。 ， 皿�

入二二 一 �
。 二二
皿令今 。 ， 皿�

入二 。 一 �
。 二，
��令令 。 ， �〔 〔�，

�令〕 ，
其中

，
� �� 夕 ��

是问题 ��
。
�的解

。

� 解对初值的连续依赖性

设� 二 �， �
人� �入，��������

，
�

入� 穷�入���������分别是 问 题 ��， �对 应

于初始函数��� � �

�屹，

艺

�二 �

�洲�

名

。 。
� �。

� �
���� ��� ， ��� � � � 日�

����� � ����� 刀 ���� ���
， � �� �

�二 � �� �

�丈力

�

�� �
日�
�����的解

。

令协“ ��� 二 �‘ ，��� 一 ������
， �入��夕 �� � �

‘ 一 �
‘ � 兄 冲

‘ ，

�� �

�������
� ，
则冲

‘ 。 ��� 二 ��
。 一 � 。 �� �日

。 一 �
。
��， 当�》 �时

，
冲
入����满足�’��题

邓
��� 一�

’ ‘ 、�一 �，
�
�� � ��

入二

�
入��入�〕������� �

冲
入��� � � �元 一 � 、，

几

〔 ��入二 �

�

冲入， �� � “

一 入�
“
中久�， �� �� �带 ��

，
��

方程 ��
， ��二端同乘以�

忍

冲
入�，

日�一 日�
，
�二 �

， �， … 。

对�求和可得

��， ��

�

��

�拭， � �减， —〔 艺 �
么 �冲

入��
� � � 。 兄 �

‘
�吟

入，��〕 一 ������
‘ 二
�

“ � ��
入�

�
入�入�， �入� ��》

� � �� �
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�
‘
�飞
卜“ ��

三 。 ， �〔 〔�， ��〕 ��
， ��

令� ��� 二
一

之〔 ��、 �，
��

， 十 。 。
���

、 �二
尸 〕 � ��工

� ��‘ 二 �
， � �丽

‘ 二 �，， �� ‘ 二� �‘�

兀

利用 ��
， ��及证明定理�的方法可得估计式

，

�� ���

��
三�� ���

， �〔 〔�， ��〕

因� �����， 故由���� 、����不等式知
，

�《 � ���《 ��‘�� �� �， �〔 〔�， �� 〕， 而

� �。 � �
一

之〔 ��� �� � 一

盲�
� � �

二

尸 � 。 。
����� �月 �� � �

，二

毯
“ 〕 � ���

���二 �

兀

一 ��� �� “ 二 � ���� � �
��夕

���� �一 ��� ��
二二

�令 �， � 皿��一 ��
二二

舫

� 公��一 ��
二

盆令 ��

故� ���令令 �， � ����一 ��
二二

几� ����一 ��
二

��今 ���任 〔�， ��〕 ��， ��

又因
，
冲
入。
���令令 。 ，

吟
入 。
���今令 。 � �� 。 一 � 。

�� ��
。 一 日

。
�今 。 ��〔 〔�， 士�再 所以

得
，
皿�

入��� 〔 二 �冲入。
�

� � �协
入��

“ 〕 ’ � “
令令�

的乙一一介一�白

���入�皿� 〔 �冲入。
� �冲

入��
“ 〕 ’ 尹 “

令令 � �〔 〔�， �带 〕

� 刀�一 ���
�

，

卜 ��一 ��
�

令 ��

由��
， 哇�及�����

��内插不等式 〔“ �及�
������嵌入定理

，

知
，

���
入
皿
�

令令 。 ，

翻�
人�
��

，令令 。，

】�入 �
，
令今 。 ， ��

‘ 。
�

。
令令 。， �皿�一 � 肚

� � 止�一 � 皿
�

令 。 ��〔 〔�， �，〕 。

故有
，

定理 �
，
设� � �，

���

�令��
�入、 �� � 二 �� 。 夕

�
入 ��， ��，

�
入��， ��分 别 是问

题 ��， �在 矩 形 域 〔�， 二 〕 � 〔�， �冷〕上对应于初始函数 ��� �
， � �� �和����

， � �� �

的解
夕
则对�

。
��，

�
� � 」� 入�一 � “

存在乙� 。 ， 使当 ��一 � �� 一 � ��
，
�乙时

夕 ���
�气��

公 〔 �� 入一 �
、

。 � 皿��
‘ 一 �

入�
二二

��
入一 �

入�。 皿� �

十“��

由定理�立得
，

定理 �，
设� � �，

���

�令��
�入、 �� � 二 ����

，
则问题 ����在矩形域 〔�， 二 〕 � 〔�， ��〕

上的解是唯一的
。

其中�� �
�

� ��， ��如定理�所示
。
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