
第��卷 第�期

����年 � 月

郑 州 工 学 院 学 报 ���
。
�� ��

。

�

��� ������ ����
� �� �������

�
����

。

����

受光滑约束系统的机械能守恒问题
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本文普遍地论证了系统内仅存在光滑约束的倩况下非保守内力所作的总功为零
，
从而阐明了

该类系统的机械能守值
。

光滑约束
，
机械能守恒

� 概述

众所周知
，
如果一个系统内只有保守力 �如弹性力

、

重力 �作功
，
其它内力和一切外力

都不作功 �或其它内力和一切外力的总功为零 �，
那么系统内各物体的动能和势能 �如重力

势能
，
弹性势能 �可以互相转换

，
但是它们的总和保持不变

。

这一结论称为机械能 守 恒 定

律
。

若一个不受外力作用的系统内只有保守力

零
，
在系统内仅存在光滑约束的情况下

，

的作用
，
或者虽然有非保守内力的作用

，
但所

有的非保守内力均不作功
，
则在惯性参照系中

应用机械能守恒定律解决问题是很方便的
。

但

是在有些实际问题中
，
尤其是系统内各物体之

间既存在相互作用又存在着相对运动
，
如图 �

所示的情况
，
系统内各物体间相互作用的各非

保守内力相对于地面参照系所作的 功 不 等 于

对于这类问题能否用机械能守恒定律
，
取决于能否

判断各非保守内力所作功之代数和是否为零
。

笔者在现行的教科书中尚未见到对本问题的一

般论证
，
本文对系统内仅存在光滑约束的情况

，
给出了系统内各非保守内力所作功之代数和

等于零的一般证明
，
从而在此情况下

，
相对于惯性参照系

，
可直接应用机械能守恒定律解决

问题
。

� 证 明

受光滑约束的系统内非保守内功所作的总功为零
。

于
�
个物体和地球组成的系统是成立的

。

�
，

设对于两个物体和地球组成的系统如图��
� �

下面利用数学归纳法证明上述结论对

所示
，
因为系统内的约束是光滑的

，
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所以系统内各物体所受非保守内力的情况如图����所示
。

哎
‘ ”

�
一

’

图中�
� ，
是物体 ���作用千物体 ���的约束反力

，
而�

， �

是物休���作用于物体 ���

的约束反力
夕

显然有
�

一
一�

�
�

�知

� � � � 一 �� �
���

�是地面对物体 ���的约束反力
，
因此地面对物体 ���的约束是光滑的

，
所以 地 面

对物体 ���的约束反 力 �的方向总是与物体 ���的运动方向垂直
，
故 �在系统运动 的过

程中不作功
。

设物体 ���在约束反 力 �
��

的作用下相对于地面发生了一小位移��
�，
则 � 、 �

所作的

元功为
�

��
� � � �� ·

� � �
���

在此过程中
，
物体 ���相对于物体 ���的位移为 ��

� �夕

� � � � � � � � �厂
，�

则相对于地球 的位 移 为
�

���

于是
，
约束反力 � � ，

所作的元功为
�

��
， � � � � 一

��
�

所以系统内的约束反力所作的总元功为
�

�� 二 ��
， � ��

�

���

二 � � � ·

�� � � � �� 。
� �

�

� � � � �

���
， 一 �� ��

� � � � 一

�� ，�
���

因为物体 ���和物体 ���之间的约束是光滑的
，
在光滑约束的情况下

，
约束反力总是

垂直于两物体接触处的公切面而指向物体
，
而两物体的相对元位移位于接触处的公切而内且

指向物体前进的一方
，
所以物体 ���相对于物体 ���的元位移 �� ， �

总是与约束反力 �
� 工

的方向垂直
，
即

�

� � � ·
��

， � � � ���
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所以有
� �� � ��

� 十 �� � 二 � ���

于是我们证明了在只存在光滑约束的情况下
，
两物体和地球组成的系统在发生任何小位

移的过程中
，
非保守内力所作的总功为零

。

为了讨论的方便
，
我们把��记为

�

�� 二 �� � � �� �

� � � � �

��
� � � � � 一

��

�

�

乙

�

乙 �二
，

广
� 、 二 � � 工 �

� � 州 ��
，上��‘

一一笋

二 �

�
、

假设对于 � 一 �个物体和地球组成的系统上述结论成立
，

���

即
�

��

� 一 ��

乙

� � �

�
、 ，

斗
�

不介
� �

，
州 �玉 � � � �

� � � �二 �

�砖�

二 �

�
、

对于 �个物体和地球组成的系统有
�

��

� �

乙 乙 井
，

启
�

� �� � 卜 �八 ’� ’ � 王 ‘

�笋�

� 一 �

�

�二 �

�笋 �

根据 ���式
，

� 一 �

�
�

��
一

����

� 一 �

艺
� �� �

��
� �

� 一 �

名

�二 �
�� �����

目���八�一��祷

����式的第一项等于零
，
所以

，

� 一 �一、 今 � 一 �� 、 、
�� � 艺 又�。 一

��’ 。 � 艺 �
�� 一

���

�� � �� �

� 一 �

二 云

�� �

��。 。
��

。 � �
。 � 一

���� 丈���

因为
� ��二 �

所以
� �� 二

�
��

� 一 �

名 面井·
����一 ��

。
� ����

�� �

下面分几种情况对 ��� �式加以说明
�

���若第�个物体和第�个物体之间不存在约束
，

���若第�个物体和第
�
个物体之间存在着约束

，

即 �
。 ，

相 �
��

所以�� � ��

但两物体之间没 有 相对

运动
，
则 ��

� � � � ‘，
所以�� � �
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���若第�个物体和第�个物体之间存在着约束
，
即 �

�� 笋 。 ，
并且两物体之间有 相 对

�召‘ �‘ 卜 州日‘

运动
，
即 ���子��

。 ，
此时

， ���
可以表示为

�

�‘ ‘ � � 、

��
。 � � � 一�

����

��� �式中 ���

为第�个物体相对于第�个物体的小位移
。

于是

� 一 ��一
，

一一
�� � 名 �

��一� �，。

�� �

因为物体之间的约束是光滑的
，
如前所述

，
约束反力的方向总是与物体之间相对运动的

一
��卜 �

一 �召卜

方向垂直
，
所以 �

�� 。

���二 � �， 即�� 二 ��

于是我们证明了对于 �个物体和地球组成田系统
，
在系统内只存在光滑约束 的情况下

，

非保守内力 �即约束反力 �所作的总功为零
。

�
’

结论

通过以上的讨论可以得出如下的结论
�
如果一个系统内只有保守力作功

，
其它内力和一

切外力都不作功 ， 或者一切外力都不作功
，
同时系统内仅存在着光滑的约束

，
则系统的机械

能守恒
。
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