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摘 要 � 本文研究动力问题的特解边界元法
，

给出了理论推导
，

进行了实例计算
，

结果表明该法计算精度高
，

是一种有效的动力分析方法
�

关键词 � 动力学
，

边界元
，

特解
�

结构动力分析

中国图书分类号
� �����

�

�

地震灾害作为一种 自然灾害
，

给人民的生命财产带来极大的损失
�

因此
，

对建筑物进

行抗震防灾设计具有较大的意义
�

近年来
，

大型建筑物的建造
，

给动力分析带来了新的课

题
，

迫切要求科学工作者寻求较为有效的动力分析手段
�

有限单元法在动力计算中得到广泛的应用
，

它可以用来解决二维和三维动力计算间

题
，

能够有效地处理复杂问题的数值计算
�

但是
，

有限单元法存在较大的缺点� 数据准备

工作量大
，

需要大容量的计算机
，

比较费时费钱等
。

因之对很多动力问题而言
，

特别是对

于应力集中
、

无限体和动断裂等问题用有限元法解决比较困难
。

近年来边界元法由于具有

降维
、

数据量少和精度高的优点
，

开始在动力问题中得到应用
，

目前的动力边界元法大致

可以分为两大类
� 一类是频域法

，

一类是时域法
�

频域法是经过积分变换 〔 ’〕 ，

在频域内

利用相应静力间题的基本解求出频域内的响应值
，

然后再经过反变换求出时域值
，

这种变

换的工作量较大
，

当遇到积分变换不存在或不能进行的问题时
，

该法将不能应用 �后者是

直接在时域内求解响应值
，

它包括两种类型
，

其一是显式时间法 〔�〕 ，

即利用时域内的基

本解
，

直接进行时间步长积分
，

每个时段都需要进行时间积分
，

基本解的形式又 比较复
‘

杂
，

因此
，

计算工作量之大是可以想象的� 其二是隐式时间法 〔” ，

即采用一定的方法将

惯性力项化为边界积分来处理
，

可以把动力问题化为类似于静力问题来处理
，

然后利用隐

式时间仿真法计算时域值
，

是一种有效的分析方法
�

本文从这个思路着手
，

根据微分方程

的理论
，

提出了特解边界元法
，

把惯性力化为各次方程的特解来处理
，

方法思路简捷
，

概

念清晰
。

� 边界单元法概要

为了以后引用的方便
，

这里就二维弹性静力学问题的边界元解法
，

简介边界元法的基

�
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本理论
�
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� 基本方程
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、产�、

平衡方程
�

物理方程�

叮
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口 ��一 ��脚￡。 ��� �
，
��

�� �二 �
，
��

�二 �
，
��

�︸‘，

一一︺�
几何方程� �

��
叼
十 � 二

儿�

边界条” �

��
，一 �尸

� ��
，

� ��

� ��

其中
，

气是应力张量
，

气是应变张量
，
�承�是弹性矩阵

，
�、是体积力

，
��

、
�‘分别是

边界节点的位移和面力分量
，

瓦。 、

下
，
分别是边界节点中给定点的位移和面力值

�

�
，

� 积分方程的建立

根据加权残值法的基本原理
，

可以推出考产弹性体平衡方程���和边界条件���的残数

方程为 〔们 �

�
。 �“ 、 �� ����二�。

一了
���‘

七 一 万‘��二�
� ��

��
�“ ， 一 � ���二�

�
���

这里�二是权函数
，

表示域内位移场
，
�二是与位移场�二相应的边界面力场

，

且满足
�

�
二
一 。

孟
� � � ���

其中。

孟是与位移�二相应的应力场
·

对���式的域内积分进行两次分部积分
，

同时考虑物理方程���和几何方程���
，

得到 �

�
。 ‘
众
� � ��“ �丁

。 ���二。

一了
� ‘，�二��

�了
�� ��
二�� ���

式中 � ‘ 、

��分别是整个边界上所有点的真实位移和面力
，

在实际问题中部分已知
，

部分

未知
�

在常规边界元法中
，

体力的计算是直接进行域内数值积分得到的
，

其计算过程尽管比

较复杂
，

但计算原理相当简单
，

为了讨论方便起见
，

在本节的讨论中暂且不计体力 ��的

影响
�

�
�

� 基本解的引人

方程���中
，

仍然包含有域内积分项
，

为了消除域内积分
，

需要引人基本解的概念
�

数学上
，

把满足方程 。

孟
，

�

一
△� ���

的涵数，

二定义为方程
。
孟
�一 ” ���

的基本解
�

其中△�为狄拉克�������函数 ，

它具有下列性质 �
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丁
。 △�� ，�“ 一 � 。 �

�
�

�、 ���表示
�点的�方向上的位移

，
��。
是与积分域。 边界几何性质有关的常数

，

����

对光

滑边界其值为���
�

把���式代人方程���
，

并利用性质����
，

得到 �

� 。 � ， ��
�� 、 �二��

一了
� ‘��二尸� ����

对于二维情形
，

其基本解即是著名的������基本解
，

即�

�二
一 、
游而

��，一 ‘ ·�，·〔
蚤
�‘ 、 � �，·，，�

���嗬
了

瑞嵘
〔�，一 ，·�‘ ， � ，·

，，��
卜 �，一 ，·��

·�· �

一
，· ��，

式中
，
�是剪切弹模

， �
是泊松比

，

提边界上两点间的距离
， ” 、

是边界点的外法线方

向
， �

，，二 � ���
·

� 数值处理

经过边界离散和插值处理后
，

可得离散后的积分方程为
�

�
一

�

王了
�� ” 】

�「
切，‘� 盛‘��

一

互‘
�

， 。

�孟「
，，“ �‘�� ����

其中�是边界单元总数
�

若记 �

吼 ’一
脚

��

�二「
， 。

��� 氏，一
影

�。 ”孟〔
，，

班

则方程���飞可写成矩阵形式
� ���于�冬� 旧��

��� ���于�� ����

再记 田�二 由�十 ���

则又可进一步写成 � 田����二 ���于�� �一��

其中���是由元素 ���组成的矩阵
，

在实际计算中可以利用刚体平移原理计算得出
�

如果再引人实际问题的边界条件
，

并按照己知量和未知量分别移至等号两端
，

即可得

到形如
�

�����飞， ��� ����

的标准线性方程组
，

解此方程可得边界上所有节点的位移和面力
�

还可以利用有关方程进

一步求出域内点的位移和应力值
�

本文中没有用到域内点的计算
，

这里不再赘述
�

� 特解边界元法原理

设某问题满足微分方程 �

���
。
�� �

。 一 �
‘

����

对应的齐次方程 � �����一 � ����
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式中�

卜
一线性微分算子

，

对不�
，
可的问题具有不同的表现形式

�

��一一微分方程的特征参量
，

可以是位移
、

应力或速度势等
�

�厂一非齐次项
，

可以是常数项或函数表达式
�

假设已求得满足方程����的解为
�犷

，

即有�

�����一 � �，��

还求得满足方程�‘��的一个特解为�

�
，

即�

�����
� �。 一 � �，��

根据微分方程理论
，

方程����的解� 。 ，

可以表示为�

� 。 一 �

�
� �

� ����

进而有 � 占�一 占��
� 占�� ��‘�

其中
，
占所表示的量是与

��的微分项有关的变量
。

根据边界元法的基本原理
，

可以求出方程����对应的用矩阵表示的边界元方程为�

田�于�
�

�� ����占�
�

� ����

式中
�
区�

、

旧�是与问题的几何条件及齐次方程的基本解有关的系数矩阵
，

��
‘
�

、

�‘�
‘

�是由�

�和 ‘ ��组成的列向量
。

另外
，

由式����和����可以得到 �

苦�
�

�一 于��一 于�
�
� ����

�占�
�

�� 子占��一 抽� �

� ����

再将式����
、

����代人方程����中
，

可得�

田�不
��一 ���于占

��二 田�于
� �
�一 ����咨�

�
� ����

由于我们已经求出 �
犷

，

依此可以求出对应的列向量于
��冬和于如

�
冬

，

因此
，

方程 〔�匀右端
已知

，

从而方程��匀可解
�

这样
，

我们就可以利用 已知的齐次方程的基本解
，

求出非齐次方程的边界元解答
。

这

对于某些难以求得基本解或所求得的基本解的形式比较复杂的问题
，

开辟了一条可行的途

径
�

这也正是本文提出特解边界元法的目的所在
�

� 自由振动分析

对于均质的各向同性弹性体
，

在简谐振动情形下
，

其控制微分方程为
�

��� ，�� �。 ’ � ，一 �
����

这里 ���
。
�二 �又� 拼�� �。 � 料� 。、。

其中
，
又

、

并为拉梅常数
，
�为质量密度

，
�，为弹性体的自振园频率

。

如果已求得� � 、

了
、
分别满足 �

���于�二 � ����
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���犷�
� ，。 ，� 。 一 � ����

方程����中位移向量� 。
在振动时预先无法知道

，

我们可将其近似表示为
�

� ，���一 艺� 。 ��
，

心“ �毋
，�亡’ � ����

式中� 中、 一 待定参数�

���
�， ‘ “ �一 �� 一 ��占二

其中� �一所有边界节点中两点间的最大距离�

�

一源点到参考点的距离�

‘ 一��������� ����� 函数
�

将其写成矩阵形式
，

则为�

����

��� 一
�� � �

� 、 � �
�

�
一 � � �� 一 ���

计算中
，

式����可以取有限项写成矩阵形式�

���� ��衬中� ����

其中矩阵��】可由式����计算得出
�

当田】可逆时 ，

还可写成�

�中�二 区���� ����

这里
，

区卜网
一 ‘ �

实际上
，

由式����计算出来的矩阵田】的可逆性是显而易见的
，

因为它形成的矩阵为主

对角线占优的矩阵
�

将式����代人方程����
，

借助于伽辽金张量
，

不难求出其特解
�

�为�这里略去推导��

‘、‘声、，飞��几
，︸，，︸�‘

了�、矛妞
毛�

厂
一 ，。 ’

艺�
。 ��

，

�‘ �，���‘ �

式中�

这里 �

� 。 ��
，

�
’
�一

去
「‘� ��一 ���，‘ ��’ 一 � �� �� ��，

� 。 一 �一 亡犷
� � 一 ����� ����一

��一 ��������一 ����一 ��

�� � ��一 ��������� ��一 ����

�， 一 �����一 ����
’ ��� � ��

�一 一 问题的维数
，

对于二维间题�� ��

方程����也可以写成矩阵形式 � 子�
�
冬一 ，。 �

田��中�

进而
，

利用弹性力学定理
，

可以求出边界面力 ‘
�为

�

����

目

�

卜
，。 ’
艺�，

休
，

�’ �，��心’ � ����
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式中
� ��

你
，

母��一 ��
��一 � ���� 。� ， � ��

。 �一 ������ ，� 诬

� 「�� ��一 �����占
�、 一 ���� 。� ������� �

这里 � �� � 「��� ���一 ��������一 ����一
�
��

�， 一 ������� ��一 �
���

·

� 。 � ��� � ��一 ��� ��
�
�������一 ����一 ���

其它参数同前
�

同样
，

方程����也可以写成矩阵形式 �

��
”
�一 �。 ’

����中�

这里的矩阵口�由式����计算得出
�

求出�

�和
�

�
，

真实位移和面力就可以表示为 �

� 。 一 �

�
� �

犷
‘ 。 一 ‘
�
� ‘
�

或写成矩阵形式
�

����

����

一 ��
‘

�� �
� ”

����

我们知道
，

���于

一 于�
‘

�� 于�
�

�

方程����对应的边界元方程为
�

峙许��‘�毛

‘、�声、�声
����

�了、了��、� �

�一 ���于�
。

�� ���

把式����代人方程����
，

得
�

田�于
��一 〔�����一 田���

�

�一 �����
”
�

再将式����和����代人方程����
，

并注意到关系式����
，

得 �

田��
�

卜 ��一于�卜
。 ’
����

��

其中� ���� ��件��旧�一 ���口��
·

不�

如果依照 自由振动问题的边界条件

����

����

�
‘ � 一 “ ，

七� � 一 �
，

�住�

� ‘ ��
����

把方程����写成分块矩阵形式

��
厂���
�

����

田

� 一�

����

�
�月卜��

���
，孟����门�������

����
����

�

��
���

�卜
、
��、
�����‘

�
��

，�
��
���工

��
���

叽叽气气

「� ��

把式����引人方程����
，

并把己知项移至等号右端
，

可得 �

� �

��
��� ����

������名
�刀，���飞�������一 � ��

一 � ��

��
广�������

一

�
��

�‘�，���工七

�
﹃�扭�����

������ ��
���
����
��

�

�

仍
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可以看出
，

特征方程����中两个列向量不同
，

方程不能求解
，

因此
，

我们可以将其等

价改写为 �

����

�气‘�
，‘伪‘

�孟�才砚�性七，
�
叮��

�刀
��一一�性‘，‘��

厂‘����

一一

飞盆���凡咨��
��，、�刁���

�

�����
�‘�����

田

这样就将 自由振动间题转化为求解形如

�����卜
。 �
�丽���� ����

的特征方程的特征根问题
。

这里 �

一 � ��

一 �刀」
���

�

�
��

一一��

�一

��
、， ��

���� �
�

�

��
�， ��
��

、
了��

�且，二
��

��，

�
一一

、卜�
�

‘矛�

求解方程����可以得到弹性体 自由振时的各阶频率和相应
’ 〕振型

。

� 瞬态动力反应分析

对于各向同性的均质弹性体
，

其动力控制微分方程为�

���
，
�一 。�，一 � ����

这里的微分算子�同上节
�

如果 已求得齐次方程的解�

�和非齐次方程的特解
�

�
，

�

可以把真实位移和面力表示为
�

�
�

� � 亡
� � �

�
一

�
�
� ��

如果把位移仍然表示为����式的形式
�

那么将其代人方程����后
，

可得特解�

�为
�

、、了、�户
��哎一��

了，、��声、�

��
��一 艺�

，�
��

， ‘ “ �书
�
�七‘ �

式电 ” 。�

拼
，

‘ ” ’
一是

“� �

一 ���，‘二 ’ 一 ��� ‘� 、 ·，

或写成矩阵形式 � ��
�
�二 田�于褂

这里矩阵旧�可由式����计算得到
�

还可以进一步求得面力为�

����

‘
��
��一 艺����

，

心“ �笋
、 �否。 � ����

式中
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����
， ‘ “ �

一
，于��

��一 � ，��� 。� 、 � ��
‘ �一 �� ������ 。

� ���
‘ �一 �����占� 一 ��

��，���������� ����

或写成矩阵形式

于�
�

�二田�币�
，

����

这里矩阵口�由式����计算得出
�

值得说明的是上述诸式中的符号意义与上节相同
，

利用齐次方程的边界元方程
，

进行与上节相似的推导
，

并且注意到由方程����导出的

关系式�

苦爷�二 区�于�� ����

可以得到瞬态动力问题的边界元方程为
�

阿�苦筱�� 田��
�冬二 ������ ����

式中� 「��� �附�旧�一���川�
。

区� ����

利用 与上节相似的处理
，

并引人实际问题的边界条件
，

即 可用振动仿真方法

�������一�法
、

������法等�
，

求解物体在瞬态动力荷载作用下的时程反应
�

份几��偏十��
�和

� 计算实例

算例一 重力坝 自振频率计算

为了考查本法在计算 自振频率时的收敛性
，

我们对图 �所示的

重力坝分别取不同的边界节点数计算其前四阶频率
，

其结果列于表

�
。

计算 中取 材 料 的动 弹性 模 量 ��� ���� �护���
，

泊松 比

，二 �
�

���
，

容重 ，�������
�，

表中的 。，�

表示相对 �� 节点的各

频率的最大误差值
�

表 � 重力坝的自振频率
�

单位� �
�� ��

斗一
一 帕一一�

图 �

节节点数数 振 型型

������� ��� ��� ��� 、 。 �����

������ ��
�

���� ��
�

���� ��
，

���� ���
�

���� �������

������ ��
�

���� ��
一

���� ��
�

���� ���
一

���� 一��
�

���

������ ��
一

���� ��
�

���� ��
一

���� ���
�

���� 一��
�

���

������ ��
一

���� ��
�

���� ��
一

���� ���
�

���� 一�
�

���

������ ��
�

���� ��
。

���� ��
�

���� ���
�

���� 一�
�

���

������ ��
�

���� ��
�

���� ��
�

���� ���
�

���� �
�

���

由表 �可以看出
，

随着节点个数的增加
，

各阶频率趋于稳定值
�

这就从数值上证明了

特解边界元法在计算 自由振动时
，

随着节点个数的增加其结果是收敛的
�

另外
，

为了考查本法的计算精度
，

我们对表 �所示的三座重力坝的计算结果与有限元

计算结果进行对比
，

其中的有限元结果参见文献���
�

其结果分别列于表 �和图 �中
�

由

此可以看出
，

本法结果与有限元结果具有较好的一致性
。
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表 � 重力坝的特征尺寸 单位�米

坝坝 号号 坝 高高 顶 宽宽 底 宽宽 颈 高高

��� 坝坝 ��
�

��� �
一

��� ��
�

��� ����

���坝坝 ��
�

��� ��
�

��� ��
�

��� ��
、、

���坝坝 ���
一

��� ��
�

��� ���
�

��� ��
�

���

表 �重力坝固有频率计算结果

坝坝 号号 算 法法 振 型
’’

��������� ��� ���

��� 坝坝 ����� ���
�

��� ���
�

��� ���滩滩

��������� ���
�

��� ���
一

��� ������

���坝坝 ����� ��
�

��� ��
�

��� ���
�

���

��������� ��
�

��� ��
�

��� ���
一

���

���坝坝
·

����� ��
�

��� ��
�

��� ��
�

���

��������� �
一

��� ��
�

��� ��
�

���

止
弓

�个毒，未
�
趁，

丰
，��

曰
·

卜仙
娜二

姐 二。 ���卜十〔乡诀二
，了干

图 � 图 �

算例二 剪力墙的自振频率计算

为了考查本法的精确性
，

对如图所示的剪力墙的 自振频率进行了计算
，

计算结果列于

表 �中
�

计算中取 ���二 ���
， ，� ���

� ‘

表中的有限元结果参见文献���
�

由此可以看出
，

特解边界元法具有较高的计算精度
�

表 � 剪力墙的自振频率 单位
� �����

方方 法法 振 型型

������� ��� ���

������� �
。

����� �
�

����� �
�

�����

������� �
�

����� �
。

����� �������

误误差 ����� �
一

��� �
�

��� �
一

���

算例三 矩形深梁的位移反应

如图 �所示的 �� �� 的矩形深梁
，

在项部受有脉冲的剪力作用
，

材料参数 �� �
�

��
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、

������
， ，二 ����

， ，二 ���� ����

所计算出 � 点的水平位移时程反应曲线示 于 图 �

中
�

计算中取 �� 个边界节点
，

采用 ������法计算微分方程
，

时间步长△�� ������
，

图

中的有限元结果参见文献「��
�

由图 �可以看出
，

本法所计算出的位移反应与有限元的计算结果具有较好的一致性
�

这充分说明了用特解边界元法计算瞬时动力反应问题具有较高的计算精度
�

����

口
��鱿

�厄脚

图 �

算例四 空心板的面内位移反应

如图 �所示的空心板
，

左侧受均匀的脉冲压力 ����的作用
，

材料参数 � 二 ��
�
���

，

，� �
�

�
，
下� ���� �耐

�

所计算出 � 点的水平位移反应曲线示于图 �中
，

套
一

卜算中取 �� 个

边界节点
，

时间步长△�� �����
，

其中的有限元结果参见文献���
�

本例题的计算再次证明了特解边界元法是求解瞬态反应问题的一种有效方法
�

尸《 之�

� 结 论

，

本文的理论分析和实例计算表明�

‘
�

� 利用特解边界元法处理带有体力项的问题是一种普遍适用的方法
，

凡是能够化为

带有体力项的问题
，

都可以利用本章提出的特解边界元法的思路来求解
。

这就为解决带有

体力项的弹性问题开辟了一条可行的途径
�

�
�

� 特解边界元法的计算精度在很大程度上依赖于边界节点的多少
�

因此
，

为了保证

计算精度
，

必须恰当地选择边界点数
�

�
，

� 在动力反应计算中
，

其收敛性还与所取的时间步长有关
�

步长选择得不合适将造

成结果的不稳定或发散
，

是一个值得深人研究的课题
�
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