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摘 要 � 本文研究了一个具有非线性电容元件的四阶白治电路中的非线性动力性

质
�

计算机模拟和电路实验表明
，

该电路的动态演吏序列是丰富多样

的
，

即随着分岔参数的变动
，

电路的振荡制式会有如下的演交
�
超混沌

一亚超混沌一混沌一拟周期一混沌一拟周期一混沌一拟周期一周期一混沌�拟周

期二周期
�

本文的计算机模拟结果与电路实验结果在定性上是一致的
�

关键词
� 超混沌

，

亚超混沌
，

李雅普诺夫指数
，

庞卡莱映射
，

非线性电路
，

混沌

中国图书分类号 � �� ���

电子电路中混沌现象的研究已经引起了广泛的兴趣
，

尤其是三维 自治电路和二维非 自

治电路的研究已经 比较充分
，

并发表 了许多优秀的文章「、�一���
�

近来
，

一些四盼自治电路

中超 混沌现象 的研 究结果 也相继发表��卜���
�

但是
，

这 些 电路都局 限在所谓电路族

���。 ������� �五� ，����刀范�卜�内
。

即在这个族中的任何一个电路都是由一个线性网络 � 和

一个具有分段线性的非线性电阻所组成
，

其中线性网络 � 由 �
‘

�
、

�及线性负电阻 �

组成
。

而本文所研究的电路
，

是用一个分段线性的荷控电容代替了上述的分段线性电阻
，

如图 �所示
。

超混沌在「��中的定义为具有超过一个正的李雅普诺夫指数的混沌吸引子
，

它的动态

扩张超过一个方向
。

超混沌现象只能从四阶以上电路中获得
。

因为必须总有一个李雅普诺

夫指数为零
，

并且必须至少有一个负指数才能成为吸引子
�

在图 �的电路中
，

我们分别用计算机模拟和实验的方法观察到了超混沌
、

亚超混沌
、

混沌
、

拟周期和周期现象
�

这样丰富的动态形态
，

是到 日前为止所发表的论文中所没有见

到的
�

�

收稿 ��期
� ����

�

����
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及 �

�

火 ‘
如�抓十��

��� 电路原理图 ���非线性电容 �一 �
曲线

图 � 具有超混沌状�豁内四阶自治电路

计算机模拟

�
�

� 状态方程

考虑图 ����的电路
�

这里
，

非线性电容是由图 ����所示的 �一 �

特性的荷控分段线性

电容来描述的
�

一 � 描述了一个负电阻
�

其它元件都是线性的
，

无源的
�

选取 �
、

袄

���、

��，
作为状态变量

，

则状态方程为
�

�
�

， 、

�
�

�
一 子

一

����一 丁 �十 子 � ��

七 儿 七
、 ’

� �
� 一 二一 � 二一二二一

�

�
�

� � � �七 �

�

可
’ �，

���

�
一
可

” ·，

��，、

��
�
分别指的是非线性电容极板上的电荷

，

流过 � 的电流
、

的电流
。

����是图 ���新示的分段线性函数
，

由下式给出�

�一沈�一��
�

一山
�

��一���
一��一��一�一、�翻，‘�、月���、�，�‘�

�，
两端��这里

，
�

�

的电压
，

流过
�

， 、

� �
� 、

�
� �

� �叹��� 干干� �� 只一 ��一 �
�

�一 二二
�

��� �
�

�
匆

七
�

七
� 甘

七
，

叮 � �

���

为了便于计算机进行数值模拟
，

我们对式���和式���进行了归一化处理
�

令 �
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� �

垒

华
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乌
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�
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选择参数
� � 、 � ����

，

�一 ���。 ，

�� �
·

��
，

�一 �
·

��产�， �� 二 �
·

���” ��

�。 一 �
�

��� ��一 ’�
，

�可调
。

对式���
，

我们选 �作为分岔参数
�

�
�

� 相空间吸引子模拟及频谱分析

我们采用四阶龙格一库塔算法
，

步长 � 二 。
�

�� 对式���进行数值积分
，

并将吸引子投

影到 ���， �
户 相平面上

，

据此来研究电路的振荡制式
�

图 ����一���分别表示超混沌态
、

一

亚超混沌态
、

混沌态
、

拟周期态和周期态的典型相空间吸引子投影图
。

����� 一��。
，

超棍沌态 ���� 二 ����。 ，

亚超混沌态 ����二 ����
，

混沌态

���� 二 ����
，

拟周期态 ����二 ������
，

周期态

图 � 计算机模拟的相空间吸引子

周期态的吸引子是相空间的闭合曲线
，

故根据吸引子轨线的闭合性可以直接加 以判

断
。

但拟周期
、

混沌
、

亚超混沌
、

超混沌态都是非周期的
，

它们之间的准确区分还要借助

于李雅普诺夫指数�普的�
一

�
�

算才能确定
�
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图 �给出了几个典型吸引子所对应的状态蜘
的时间波形

�

采用 �叮 算法
，

对时间波形
��
做了频谱分析

，

如图 �所示
�

图 ����一���分别对应于

超混沌
、

亚超混沌和混沌态
，

它们都是连续的频谱
，

所以
，

仅靠频谱分析无法区别三种混

沌状态
。

图 ����和��份别对应于拟周期和周期态
，

它们都是离散的频谱
，

从频谱的离散

还是连续可以区分出拟周期和棍沌态
�

��� 超棍沌态

几月
�

人 七肠� 七�书 �月
�

�

���亚超混沌态

及及
八。�八几熟的再解认解解 、 。 。乃八八

， 八八八八八「「

�寸��科�访��衬�
’ ‘ 、『�百汀�

‘ ”甘冲勺
’

℃沙沙

亡亡
， ， 。 。六，

�， 。 。凡，。 ，
，，， 。八，。久。 。八介八��

���

七翻� ，书 “ 姻�

���混沌态

六六��六爪爪��应应八八八八�，八八八�几���
。八月月八八介八八八���

���

�����八八����

���”还
“ ‘“ “叮‘甘“ “�

‘ “‘��
” ‘ “祥�

“ ” ”
‘

寥划划落落
���八 八八八八内 �几人八。 八八八八八 入八�八八 八污�八。 八���限找

���

洲洲恻呷料举哪哪哪，，

叶申粉粉咔今十夺十辛辛
户户八拙

�

、 八沼八血八八
���

七�
�

� 七轰‘加 卜么幼 �浦�

但�拟周期态

���周期态

图 � 几种典型吸引子的状态变最时间波形
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一‘ ‘ 比曰‘ ����一�一知妇�
犷

今目

���超混沌态 ���亚超混沌态

���混沌态 ���拟周期态

由向�
、
�

�拍�

���周期态

图 � 对应于时间波形 从 的频谱

�
�

� 庞卡莱映射

从式���的数值解中取下面的横向截割得庞卡莱映射的三维超平面
�

艺一 于�
� ，， � �， � ，� � ����

� 一 。 �
、

���

图 �示出了由式���所确定的三维超平面映射在 ��，， 、 �平面上的投影
，

它们分别对

应于超混沌
、

亚超混沌和混沌态
，

可以看出
，

图 ����比图 ����复杂
，

图 ����又 比图 ����复

杂
�

下面就要讨论李雅谱诺夫指数的计算结果
，

将证明以上各状态的区分是正确的
。
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����� ����
，

超混沌态 化��二 ��公�
�

亚超混沌态 ��� �二���。 ，

棍沌态

图 � 各种混沌吸引子的庞卡莱映射

�
�

� 李雅普诺夫指数

�
�

�
�

� 李雅普诺夫指数的定义和算法

对某一初值 ��
，

考察以 与 为园心的 � 维无穷小球面的长时间演变
，

有的方向伸长
，

有的方向缩短
，

逐渐变为 � 维椭球面
�

轨线的第 �维李雅普诺夫指数定义为�

…
， 二 �

�
� ‘ 。
���

� 、 � � � ‘

汤
�

� ��� 弓 ��� 匕 ��二丁又万 】釜 �� �， �， � ” ， ��
’ �� � 咖卜� � ￡几��

���

式中
，

叹��为 � 维初始条件球面的半径
， �

袱��是 �时刻的 � 维椭球面的第 �主轴的长

度
，

且又
， � 又� � 又， � 一 � 又

。 �

显然
，

李雅普诺夫指数在平均的意义上表征了相邻轨线

之间的扩张率和收缩率
�

本文采用���中介绍的算法来计算李雅普诺夫指数
，

只是把三维系统的算法推广到四

维系统
�

具体公式此处从略
�

我们用此算法验证了�的超混沌
，

二者关于李雅谱诺夫指

数的计算结果是一致的
�

所以此算法的计算是可信的
�

�
，

�
�

� 李雅普诺夫指数谱

李雅普诺夫指数的正与负提供了对非线性系统运动形态的一种有效的定性措施
�

收缩

时
，
又� �

，

扩张时
，

义》 �
，

具有一个以上的正的李雅普诺夫指数的耗散系统的吸引子称

为混沌或超混沌吸引子
�

在四维系统中
，

指数谱 ��
，
十

，
�

，
一�对应于超混沌吸引子

，

指

数谱
�

��
，
�

，
�

，
一�对应于亚超混沌吸引子

，

指数谱 �十
，
�

，
一

，
一�对应于混沌吸引子

，

指数谱 ��
，
�

，
一

，
一�对应于拟周期吸引子

，

指数谱 ��
，
一

，
一

，
一�对应于周期解

�

�
�

�
�

� 李雅普诺夫指数的计算结果

计算时间 � ������ �归一化时间�
，

步长 � 二 ����
�

为避免数值溢出
，

每隔 �二 �� 进

行一次再归一化处理
�

为避免暂态过程的影响
，

已甩去 了前 �护 个点
，

计算是在

�
���一�����机上进行的

�

表 �列出了几个典型吸引子的李雅普诺夫指数
�

表 �列出了由计算李雅普诺夫指数所确定的分岔情况
�
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表 � 李雅普诺夫指数

�������� 李 雅 普 诺 夫 指 数数 状 态态

又又又，， 文��� 又，， 又�����

������� �
�

�礴��� �
�

����� ������� 月】
�

����� 超混沌沌

������� �
�

����� �������� ��������
‘

刁
�

����� 亚超混沌沌

������� �
�

����� ������� 一�
一

����� 一�
�

����� 混沌沌

������� �������� ������� 一�
�

�����
�
习

�

����� 拟周期期

�������� �
一

����� ������� 一习
�

�����
�刃

�

����� 混沌沌

��������� �
�

����� �������� 一�
�

����� 一�
�

����� 拟周期期

��������� �
�

����� ������� 一�
�

����� �习
�

����� 混沌沌

���以沁沁 �������� �
�

加��� 一�
�

�����
�

刃
一

����� 拟周期期
�����均均 �

�

以用用 �习
�

����� 一�
�

�����
�

刃
�

����� 周期期

��������� �
一

����� �������� 一�
�

����� 一�
�

����� 混沌沌

�������� ��
��� � ��

�����
一�

�

����� 一�
�

����� 拟周期期
���仪犯犯 �

·

���
� � �

� “
·

。�““ 一公
�

����� 一�
�

����� 周期期

表 � 计算得到的分叉情况

���价��� ����� ����� ����� ����� ����� ������ ������ ������� ������ ������ ������� �������
���������� 一����� ������� ������� � ������ � ������ ��

‘

����� ��������� �������� ������� ��������� ���������

状状态态 超混沌沌 亚超超 混沌沌 拟周期期 混沌沌 拟周期期 混沌沌 拟周期期 周期期 很沌沌 拟周期期 周期期

混混混混沌沌沌沌沌沌沌沌沌沌沌沌

�
�

� 分数维

吸引子的维数是吸引子复杂程度的重要标志
�

在等自由度的系统中
，

维数越高
，

就意

味着吸引子越复杂
�

混沌吸引子的维数是分数
�

李雅普诺夫维由下式给出� �� 一 � �
又一� 又� � … � 又�

�又�
， ，
�

���

上式中令指数又
�� 又� � 之， � 之� �在四维情况下�

，

且令 � 是一个下标
，

致使艺 又

� �， 而 艺之
。 � �� 由此

，

我们可 以得到 � 一 】��。 时 的李雅普诺夫维数 �

月一 �

�
�

� �
�

�
�

���� �
�

���

�
�

���
二 �

�

���
，

这是 �和 �之间的分数
�

其它曲型吸引子的维数由表 �所示
�

表 � 典型吸引子的维数

�������� ����� �印印 ����� ����� ������ �日���� ������ ������ ������� ��的的 ������ �《沁���

����
���

�
�

����� �
�

����� �
�

����� ��� �
�

����� ��� �
�

����� ��� ��� �
�

����� ��� ���

仅从超混沌来看
，

此电路超混沌状态下的李雅普诺夫维数 �
�

���
，

比 �
�

� ���� ���的

超混沌的维数 �
�

��� 和夏承栓���的超混沌维数 �
�

�” 都要大
�

所以
，

非线性元件为分段线

性电容的四阶自治电路
，

比非线性元件为分段线性电阻的四阶自治电路的动态行为要复杂

得多
�
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� 电路实验

我们用图 �所示的实验电路来实现图 �所示的电路模型
�

电路参数如图中所示
�

�一 一 � 万十厂 一 一

��
����

��，�
�

�����������扭�������勺�����，��������������‘���

�一� � � ��

图 � 实验电路图

这里
，

子电路 ��用来实现负电阻一 ��， ��用来实现分段线性荷控电容
，

��是电

感线圈
，

其中电感部分实现 �
，

电阻部分
��
与可变电阻 �’ 一起用来实现 �

，

即

�， �，十��
�

其中
，

几在频率为 ����
时测得为 �帕

�

这个电路是在假定电感
、

电容
、

电

阻都是线性的
，

运放和稳压二极管都是理想的前提下来实现图 �电路的
�

以 � 作为分岔参数
，

用 ���� 存贮示波器来观察相空间轨线在 ���
，一���平面上的投

影
，

如图 �所示
�

��� �二 �欣�
，

超混沌态 ����� ����
�

亚超混沌态



通过实验
，

多们找到了与计算机模拟结果相伺的振荡制式
，

那随着分岔参数 � 的变

化
，

电路状态依次为超混沌
、

亚超混沌
、

混沌
、

拟周期
、

漏纯
、

拟周期
、

混沌
、

拟周期
、

周期
、

混沌
�

拟周期
、

周期
�

而且二者对应各状态下的相撰也一致
�

这说明甩路实验和计

算机模拟结果在定性上是一致韵
�

但是
，

它们在定量土却有一定的差异
�

我们认为
，

造成

定量差异的原因主要是由实际器件的非理想因素造成的
，

特别是电感线圈的非线性影响
，

在混沌
、

超混沌
、

亚超混沌情况下最为明显
，

这时的 �� 已不是常数
，

它的大小与频率变

化有关
，

而混沌状态下没有固定频率
，

故无法掌握 ��的变化规律
，

由于 ��是 � 的一部

分
，

故它的不确定性直接造成了这种定量差异
�

’

� 结

�
。

�

论

本文所研究的四阶非线性 自治鱼路
，

省次把分段线性戚容作为非线性元件
，

并且

观察到了十分丰富多样的动态演变过程
，

出现三种不同混沌振荡
，

即超混沌
、

亚超混沌
、

混沌
，

所以可作为棍沌发生器使用
，

�
�

� 在本文所研究的电路中
，

当改变 � 的参数值时
，

会出现如下的动态演变序列 �

���� �超混沌�一���� �亚超混沌�一��帕 �混沌�一 ����� �拟周期�一 �����

�混沌�一落娜呱 �拟周期�一 ���呱 �棍沌�一 ����。 �拟周期�一���呱 �周期�一

���帕 �混沌�一 。 ���。 �拟周期�一����。 �周期�

这一结果在目前国内外有关文献中尚未报道过
�

�
�

� 本文所朔韧计算机模拟与实验翔量之间虽然在定量上有些差异
，

但在定性上和
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动态演变过程是一致的
�

说明本文所采用的电路模型和算法都是合理的
�

，口，口�
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