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动态子结构方法

在弹性连接系统中的应用
’

苗同臣 王 伟

�郑州工学院数力系�

摘 要� 本文讨论 了弹性连接在动态子结构方法中的影响
，

得到了在此条件下的动力方

程
�

这将使动态子结构方法在研究复杂结构 的动特性
、

动力响应及动力修改中

得到更广泛的应 用
�

关键词� 动态子结构
，

模态
，

动力分析
，

弹性连接

中图分类号� ����

子结构方法已经在现代工程结构的静
、

动力分析中得到普遍应用
�

它的基本思想是将

结构划分为若干个子结构
，

先对这些子结构进行局部分析
，

然后综合组装再做整体分析
�

子结构模态综合法是用子结构法对结构进行动力分析的有效方法
，

它不仅能够大幅度降低

动力方程的阶数
，

而且能基本上保证降阶后的精度
。

因此
，

动态子结构方法越来越显示出

它在动力分析中的实用价值
。

一个结构系统中有时需要用一根弹簧
、

连接杆件或连接板条等把两个部件连接起来

�例如汽车的车身与拖车之间就属于这种连接�
，

这时连接弹簧将对整体系统的静动态特性

产生影响
�

本文着重讨论了弹性连接在动态子结构方法中的影响
，

得到了在此种条件下的

动力方程
。

� 固定界面子结构模态综合法

固定界面子结构法是动态子结构方法之一
，

这种方法的特点是在求解子结构的主模态

假定子结构的界面坐标固定
，

即有附加约束
。

下面介绍这种方法的基本思想和求解步

设所分析的实际结构划分为 � 个子结构
。

建立各子结构的刚度阵和质量阵
�

�
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其中� �表示子结构的内部
，
�

由此得到各子结构的动力方程�
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表示子结构的界面
。
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则���式可写成下列形式�省略字母 ���

�军术�一位扮沙
一

�，
，

� ���

� 对各子结构间的界面施加附加约束

这时有 �
�拜
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由此式可求出子结构的模态
，

称为主模态
�

� 对�川作模态坐标变换
�

���
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�

��， �

�“ 了

�一 ���‘“ �一 �， 己 。 ·
��
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这里 ��。 ��为子结构的低阶保留主模态
，

由���式求得� 【叭】为高阶剩余模态
。

一般的分析都忽略了冲
��的影响

，

这将造成较大的误差
。

下面用子结构的静响应来代

替〔。 ��的实际贡献 �这是 由于当子结构的固有频率较高时
，

它对系统响应的贡献趋近于静

态响应�
。

�
�

� 计算剩余约束模态

先引人约束模态的概念� 依次释放子结构的界面约束
，

使界面位移�召
�
�分别等于 】，

其它附加约束不变
，

在无外力作用下
，

子结构产生的一系列分支静位移模态称为约束模

态
。

由���式可求出约束模态为�

�。
，，
�
一

�尤
�，
一

’
�尤

��
� ���

而 �。 ���中还包含有低阶模态的影响
，

必须把它消除掉
，

则引人下面的剩余约束模

态 �甲
�，
��

�甲
，�
�一 �。

��
�一 �。 ，

�于、
了
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上式两边左乘 ��
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，

阶模态的正交性可求得�
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以及低阶模态和高
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�� 求模态转换矩阵

用【甲 �，
�代替【气�的影响

，
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【��称为模态转换矩阵
�

则 ���� 可写为�

�拜卜 ��』�宁�
这样就把物理坐标�川转换成了模态坐标�歼

，

并且实现了方程的降阶
�

� 对子结构的动力方程进行模态转换

将����式代人���式
，
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� 根据界面连续条件组集整体动力方程

下面以两个子结构
�

、

刀为例
，

说明组集过程
。

设这两个子结构的动力方程为�
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一
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同理对�个子结构进行组集可得到下面的动力方程�

汇刃��
，

�一
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这里�
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。
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其中�
�内�是所有子结构的界面位移向量

。

这样就得到了整体结构的低阶动力学方程����
，

方程阶数为�

�

�

艺川
� � � 。 �

其中� �� 为各子结构之间界面的全部 自山度
， ��为各子结构的保留低阶主模态数

�

�
�

� 系统的特征值与特征向量

由式����可求得整体结构的特征值与特征向量
，

这时的特征向量用模态坐标���和�户
。
�

表示
，

还要将于��还原到物理坐标�召
�
�

。
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这里的�湘�是把所有界面位移向量排列在一起组成的向量
�
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� 具有弹性连接时的动力学方程

结构的部件之间或子结构之间有时有弹性连接件 �例如� 拉杆
、

弹性板等�
，

这时就

必须对此做出有效的处理
，

获得总体的动力学方程
�

方法是� 首先不考虑弹性连接件的影

响
，

形成系统的刚度阵【��， 然后再计算弹性连接件对【� 】的贡献 ，

设为【△�』� 下面分几
种情况进行讨论

。

�
�

� 弹性连接件简化为六个离散弹簧

设简化的六根弹簧的刚度系数分别为 �
� 、

��
、

�
� 、

���
、

���
、

���， 现以连接水平位移

的弹簧为例推导如下�

如图 �
，

设两部件 �或子结构�� 和 刀山弹簧 �
�

在点 �和 �把它们连接起来
，
�

、

�点

的位移假定为 ��和 ��， 则有下列关系式�

「
� 一 �

一 � � 水
、 �� � 、

卜� 吠� 卜 ��，�
� 七厂尸

其中� ��
、

��分别为弹簧在 �
、

�点的受力
�

由此可知弹簧对两部件的作用力为�

、、口才﹄日，‘︶产口�、

、�产����，矛」
��� 一 �

一 � � 工
厂�
怪
������

一一一
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�
，心�

走

一

若不考虑弹性连接时的动力方程是�

〔尤�于。 �一 。 ’
�万��

。
�一 于。下

则考虑弹性连接后的方程变为�

����

��， 飞

����“ �一 田
一

�“ ‘��“ �一 ���一 飞
�了

�
、�产
‘、�少，乙，�八、︸几、︼叮了、

矛‘、即� ��尤�� �△尤���“ �一 。 ’
�。，��

。
�一 于。�

“ 中� ‘△��一

�
一 �

一 � � 」
由此可看出

，

考虑弹性连接时
，

只需将附加刚度�△�」“ 对号人座 ” ，

迭加到整体矩阵

【��中即可
。

要注意的是
，

整个迭加过程必须在对应的弹性连接节点位移上进行
，

同有限

元法中形成总刚度阵的集成过程相同
，

这里不再赘述
。

同理
，

可推出六根离散弹簧同时作用时的贡献刚度�

「△� 一 △��
【△�卜�

一 △、 △、 」 ����
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� 弓单性连接件简化为斜弹簧

假设弹簧刚度为 �
，

通过两部件的任意边界点 �和 �把它们连接起来
，

用 �。

�
�

表示弹簧的方位相对整体坐标系的方向余弦
�

设 �和 �点的位移向量为�

�、‘、奋
�念

“
‘ 、 � � � � �

�“ 之� 畜汉 材 砚 配 “
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弹簧长度为�
，

横截面积为月
，

弹性模量为�
，

则轴向应变为�

、
尹、，少，了��，、︸��

‘

‘、�了、一 � 一 � 一 � � �
���

一一�
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所以�

其中�
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二
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、 、
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， ， 卜

�� �对
这生用 左，戈替 �丫不
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如果把角位移也考虑进去
，

则�△� 〕就成为一般形式的 ��� �� 阶方阵�

、�夕、�户，，‘内、一
����

【鱿，一

�兰
、

其中� △无一

�
【

之制
�△��对应的位移列阵为�

万�卜 ��
‘ � ‘ � ‘

迭加【����△��的方法同前 。
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��� 连接件刚度为无穷大

设连接两子结构某结点位移 ��� ��方向上的弹簧刚度很大
，

即可视为刚性连接
，

这时

有�

��� �� � �� �� ��� ��

刚度阵和质量阵的处理方法和一般有限元法类似
，

就是引人位移连接条件 �
一 ��， 具体做

法是� 使【��和【��中第 �行和第 �行及列的数值为零
，

而 �。 � �， �」
�
� �， ���二 ��

�
二 一��

�“ � �
，

�力� �
，
���� ���� 一�

。

� 将具有弹性连接时的动力学方程转换到模态坐标

由前面的分析知道
，

坐标
�

方程����是没有降阶的动力学方程
，

还需将物理坐标转换到模态

「���二 ���

对方程����左乘�
� � � �

�
�
二

���� ���，
飞
右乘

�
「戮

�

叫
」 ���� ���，�

得� ��刃� �乙灭���、�一 。 ，
�厕于。�

� ���

其中� ���
，

���
，

���同����一 一 ����式

����

� 「���二△�【��
�

�△��� � 二

�
一 ���，△�【��。

一

��〕二△�【�〕
���二△����，

����

这样就得到了用模态坐标表示的动力学方程����
。

实现了方程的降阶
。

这里的迭加过程和

有限元法中形成总则的方法相同
。

求解方程����即得特征值和模态坐标表示的特征向量
，

最后再通过变换得到用物理坐

标表示的特征向量
，

具体方法同前
。

� 小结

具有弹性连接的子结构系统
，

在工程中应用很多
，

用上述方法进行分析
，

理论简单
、

计算方法和固定界面子结构模态综合法基本类似
，

比较容易实现
，

这就使得固定界面法的

使用范围进一步扩展
�

具有弹性连接时的模态综合法
，

可总结出下面几步�

��� 利用固定界面法
，

求出不考虑弹性连接时系统的【��
， 【���

��� 分析弹性连接件的类型和性质
，

求出贡献矩阵�△���

���迭加���� �△��， 得到动力学方程�����
��� 求解方程����

，

得出模态坐标下的动特性�

��� 坐标转换
，

求出物理坐标下的动特性
。
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