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特征重根型变系数线性

齐次微分方程的降阶求解方法
‘

孟令保

�沈阳化工学院�

摘 要� 本文主要解决 了具有特征重根型的变系数线性齐次微分方程的两个问题�①该类

方程若有 � 重特征根
，

则该类方程便可一次降价为
� � 阶方程

，

推广了常系数

线方程 〔 ‘〕 的降阶原理
。

②该类型方程可在事先不知道任何特征的前提下
，

就可

以求其某些特解
。

关键词� 线性微分方程
，

特征方程根
，

特解
，

通解

中图分类号� ����

问题的提出

文献【月讨论了常系数线性齐次微分方程
尸

。
�十 尸洲� … 十 尸

。

广
�一 。

的降阶法
，

给出了方程���的特征方程 尸
。
十 尸 、 �十 “ ·

� 尸
。 � ”

二 �

具有 �重根时
，

方程���可一次降阶为
�一�阶方程�������

。

其实当方程���中的常系数 �。推广为某类变系数 �����时����
，
�
， … ，

��

成立
。

该类方程型如下�

尸
。

��妙� 尸 �

��妙
‘ � … 十 尸

。

厂
” �二 �

其中�
‘
���一 � �。

� � ‘、� � 。 ‘之� ，� … � � ‘， � ’
��一 �

，
�

， … ， ��

���

〔��中的结论仍

���

� 降阶法一般讨论

首先将方程���重新整理成为 艺
�，。 �一 � ���

�

收稿日期� ����一��一��
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方程 ���与 ��� 同解
。

以下提到 ��� 的解便是 ���的解
�

���，�

若令

一 ����� 气丫十 … � 口
护

乙�伽�� �， �� �
，
�

，

二

�” 、 仃� �
，

其中

��

则 ���为 。 个线性的常系数微分方程
，

解
�

���

而常系数线性方程总 可以用特征方程求根法求出

命题 卜 若 少 。
是 乙，

分�一 。 仃一 �， �， ·，’， ��的一个公共解
，

则 夕 。
也是方程 ��� 的一

个解
�

证明 因为少
。
是气沙�一 � 仃一 �， 卜

·，’， ��的一个公共解
，

则有

�，伽
。
�兰 � 仃二 �

，

�
，

一 ��

将其代人方程���， 有 艺�� 乙�。 。

�三 �

所以�
。
是方程���的一个解

·

命题 �� 若 夕 ，， ‘ “ ，
�

�

是 气妙�
一 � 仃一 �， �

也是 ���的一组解
。

证明思想同命题�
，

这里从略
。

命题 �� 若 � 为 乙厂力 一 �的特征方程 职，
�幻�

簇 ��
，

则方程 ���可一次降阶为
� 一 � 阶方程

。

一
， ，司 的

一
组公共解

，

则 � ，，

一 �

�
，

仃� �
，

�
， … ，

��的 � 重公根 ��毛
犷

、

�
、
一 � � �

‘ ， 、
�� �

、 �

址 �已五 二 刀
，
贝”万程。 �为 �艺

�，，，�。 ���，
，

�一 �
���

由于 � 为特征方程 叱�的� � 仃二 �， �
，
二 、 ��的公根

，

根据文献 ���知方程 ���具有 �

一 己�� 型解
。

于是作变换
，

设
�� � �

代人方程���
，

得

两端同除�打后得

对于���中的中��� � ��

�无‘ �艺
�，，，

�� � ����
���

【，买
�少切，‘” � “，，�·’一 �

���

仃� �
，
�

，

‘

������

。 �运用刀 � �处的泰勒展开式
，

得到

�艺�
�，全擎 ���

少� � 龙� �

又由于 � 为 �的 印，
�的一 � 仃二 �， �， “ 、 ��的 �重公根

，

则山多项式性质有

切，
���一 职’，

����

一
。 ‘

�
卜 ”

刘 口二 �
，
�

，

…， 。 �

这时���化作
�全。

二了

全华
� ‘
���·卜 。

�二 � ‘ 二 �

即 全�
�，

全邺
�、，�一 。

���
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再设��
，�一 ，，

代人���式得 全�
二�

全华
，�‘一」一 。

���

���式即为关于�的�一 �
阶方程

�

证完
�

系 卜 若 �为 气伽�一 �特征方程 叱�的� �的 ” 一 飞重公根时
，

方程 ���的通解可求
。

证 当 �为 �一 �重特征公根时
，

���式中的
�二 �一 �

，

即

全�
二了

全塑
，�卜
一卜 。

�二 � �口
一

即关于�的一阶线性齐次方程

尚
�

客
·
�
一 ” ‘“，·” �·方

�

家
，
�
” ’�“，·” 才‘一 �

����

记这个方程 �外的通解为
�。 � �。��， � ，

�
，

则方程 ���的通解为

，
一

” �
一

“ ’

�
。 � �…
�
‘ 。 ‘�，

� �，��…�� 证完
�

系 �� 若 �为气沙�二 �特征方程 叱�的一 �

化为常系数线性齐次方程
。

其通解为

�二 �
，
�

，

一
，
��的 � 重公根时

，

方程 ���

，
一

”

丁
。 ·

… ��…
证 作变衡

二 。 “ ’ �，

注意到�是�重特征公根
，

���式化作

一

华��间 � �
艺同

即 ��
凡
�� �

一�
。 …
�
�

·

��…��

因此
，
一

“ ’

�
。

… ��…
另

，

当 �是 中厂幻 一 � �二 �
，
�

， ’ “ ，

��的 ” 重公根 时
，

那 么对 于 中，�“ � 仃

� �
，
�

， … ，
��是相同的多项式

，

即这些多项式的系数均相同
，

亦即化为同一个多项式
，

这时 � 【
沙�� 乙�

妙�� …�
，，

妙�
，

于是 ���为

�艺
�，
��

，
�

，

�� � ����

因为艺�� 二 �十 � � � � 一� � 从 护 � ��
， �

，
� ’ ，

二 � ” ’

线性无关�

那么�飞��可化作常系数线性方程

� �
臼�二 � 。少� � 、夕

，�
’ “ 十 � 。

厂间 二 � 证完
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� 举例

例子� 求方程 ��� ���
“ 产十 ���

“ � ��一 �妙
�
一 妙 � �的通解

解 将方程重新整理为 伽�，’ 一 �丫一 ���� �分，，’ � 却
�，� 丫�二 �

��，，一 妙
‘一 却 � �

��，’ 十 ��
“ � 丫二 �

切
声� 。 心

，

得特征方程 �
·

�
一 ’ ·丁

’ 一 “

‘ “ 一

� �“
一

� “ � �

计算得出这两个特征方程有公根
二二 一 �且为二重根

，

则方程在变换 �二

关于 �’’ 的一阶线性方程 ��� ���’，，一 ��� ����，二 �

那么 �，，一 。

篇
�� 一 “ ·

�二� ��� 积分二次
，

� 一 ’ �
下

，

降为

�一

丁丁
·。 ’
��� ，�’����一‘�� ’ 一 ，�� ，” ’

� 己
，�� ‘ �，一‘� ’ 一 ，�

� ���
欠 � � ，�� � �

��一

� 艺 二二

艺，“ ， � �二 艺���

所以原方程通解为 �二
。 一 ’

�
���

’ 一 �� � ���
了 � � �� � � �

一 。
��

’ 一 ��� ��� � ��� 一 戈
� � �� 一 了

值得注意的是
，

这类方程是变系数方程
，

在不知任何特解时
，

便会求出解
。

一般的变

系数方程不一定具备这个特性
�
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