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三神经元 ��� 自治系统中周期与混沌

行为的研究
’

杨育霞 王子姐鸟 高金峰

�郑州工学院计算机及 自动化系 �������

摘 要� 细胞神经网络����一�一�������一决
�������自从��朋年由�

�

�
�

����等首先提出后
，

已

有了很大的进展
，

并在很多领域得到应用
�

本文仅针对 ���墓础理论中稳定性

问题
，

研究了一个含有三神经元 ��� 自治 系统的非线性的力学性质
，

用计算机

模拟的方法
，

揭示 了此系统中存在着各种周期及混沌现象
·

关键词� 细胞神经网络
，

混沌
，

周期

中图分类号� �����

细胞神经网络山 ��
�

���� 等在 ����年
一

首次提出 ‘ ’
沐 该类型网络具有二维或三维的

格状矩阵结构
，

属于局部互联且有规律童复的非线性模拟电路
。

网络中的每一个神经元均

是一个山非线性微分方程描述的动力学系统
，

每一个神经元只与其相邻并且在一定距离内

的神经元之间有藕合关系
�

��� 提出尽管只有几年时间
，

却在图像处理
、

模式识别
、

机

器人视觉和运动检测等领域得到应用
，

而 日
�

已有单片产品出现
�

其主耍原因是该类网络特

别适合于 ���� 技术进行特定功能的单片制作
。

这 一优点是其它类型的神经网络所无法比

拟的
�

因此细胞神经网络的应用前景相当广阔
�

而耍使 ��� 能够可靠地工作
，

稳定性是前提
�

墓于 �������� 函数和矩阵方法
·

������� 已经提出几种稳定性的结论
�

但值得指出
，

既使是最简单的 ���
，

山于元件

的非理想
、

老化等因素
，

也可能出现混沌和周期振荡的非常规现象
�

因此
，

稳定性仍是

��� 基础研究中的一个重要内容
。

对于此问题
，

国际 卜已有了一些研究成果
�

例如文献

���指出
，

一个最简单的二神经元网络在周期信号激励下
，

会出现复杂的动力学现象
，

甚

至发生棍沌行为
�

文献���提出在一个三神经元 自治系统中出现了棍沌吸引子
�

文献���报

道了另一个三神经元系统中出现的非常规现象
�

本文对 个与上述不同的三神经元
·

���

自治系统的稳定性进行研究
。

这些研究对于 ��� 的合理设计来说
，

不论是排除棍沌行为

还是利用其产生特殊信号都是很重要的
�

本文为河南省自然科
‘
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� 细胞神经网络及其方程

�
�

� ��� 神经元及平衡点的稳定性

��� 神经元电路如图 ���� 所示
，

此电路中仅有一个非线性元件
，

其特性示于图
一

�

���
�

神经元中各量的下标 ��
，

��意味着该神经元位于二维神经网络的 �行�列处
�

关于

详细数学描述请参看文毗珠

�
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‘ 、 、 ，

�。 �������一 ������
，
���

，��

，，�� 一

瑞甲 、 十 ‘
曰

。 二。 一 ���

��。 �一 乏��
。 一 ��一 �。 一 ���

‘

图 �

一个细胞神经网络归一化后
，

系统可山以下方程来描述�

���力��� 二 一 ��动十 才夕���� �� � �� ���� ���

状态向量 � 是山调节阵列内每一个细胞状态列产生的
，

向赏的维数是 ��
�

为了便

利起见
，

设 � 一�，�， 则有 二 ��
几 ， ， ， 一

与
� ，�� 的关系可山下式给出 �

� ，一 ，，二���，，朋，，
�一 ���一 ����，

，

��� �
，

���一 ��，，，����� �� ���

上式中
， � ，�，

是某电压纂准
，

例如细胞元的饱和电压
�

��， 是指赘除
，
���指的是模

除
，

向量 “ 是网络的输人
，
�是细胞的偏移贷

。

假设它们都是常数
，
� 和 �

�

是在适当区域

内的稀疏矩阵
，

向景 �任�
”

是细胞元的输出
，

它满足�

� 、 一�
·

��
、
�一

告
��尤

、 � �一 ，� �一 、��
，
�、 、 、 �

山于每一个 ��� 的细胞元巾都具有相同的分段线性的非线性特性
，

���

所以可以把 � 维

欧氏空间分成不同的子空间
。

在这些 子空间中
，

各个细胞元的状态或是均为非饱和的
，

即处于线性 子空间 � 。 � 或均是饱和的
，

即处于饱和子空间 �
，
� 或部分饱和部分不饱

和
，

即处于局部饱和子空间 � ， ，

在每个子空间
，

系统可以山线性常微分方程来描述
�

山

文献 【��提出的两个定理可知 ，

如果在饱和子空间 �
，

内有一个平衡点
，

贝叻此平衡点为唯

一的
，

且是渐近稳定的� 如果在局部饱和子空间 � ， 一

与线性子空间 � 。
中有平衡点

，

则这

些平衡点为不稳定的
。

�
�

� 三神经元自治网络及其方程
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本文所研究的三神经元自治系统如图�所示
，

其微分方程为�

�戈
�

� �
，
二 �

，

厂��
，

�一 ����
，

�一 ����
，

�

�戈
，� � ，� 一 ����

�

�� 尸护��
�
�一 ����

，
�

�戈，� � ，� 一 ����
�
�� 试

� �
�� 尸，

���
，
�

这勤
�� ��� ��� �， 输人信号

“ 及�均为零
· ，

其输出方程为�

。
，
卜告���

‘ � �卜 �二
‘ 一 币

，

�碑
一
�

，
�

，

，��

���

���

图�
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���成成�����������������
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买买买买
�� �

�����

由于式 ���把每个 � 分最分成 �个区域
，

因此状态空间可以分成 �� 个子空间
。

在这里

我们只讨论其中�个子空间
�

这是因为通过大量计算
，

在我们感兴趣的参数下
，

系统的平

衡点处在这 �个子空间
�

它们是�

� 、 � ���
�，

� �，
�

川
� �� ’ ，

�� ��� ’ ，

��
，
�� ’�

·

� 。 � 于�� 一 � �， � ，

���
� �

�之 卜 ��
�
�‘ 小 ��，�� �� ���

�
一 ��‘ 一 ‘ �， ‘ ，

���
�‘ 卜 区

�
�� ’，

��
，
沐 ��

在以上�个子空间内的平衡点为�

尸十 � 伽
，一

�。 � ��
，
�

，

�’
伽

，一 ��� �’ ，�一 ��

��
�一 ����

，一 ��� � ’

��

���
，
一 ��� �� ，伽

�一 ��一 ��

伽
�一 ����，一 ���

�” 伽
�一 �冲

，一 ��� �

尸 � � 一 尸 、

图 ���� 所示的是空间 � ’
分解成 �� 个子空间

，

图 从�� 为以上所讨论的 � � ，
� 。 ，

。 一

空间以及处在每个子空间的平衡点 尸 十 ， ， 。 ，
尸� 。

从图 �中可以看出
，
尸

�

与 尸 �
是关于原点对称的两个平衡点

，

而 尸 。
处于原点

·

又

山于 � 、 、

� �

是局部饱和子空间
，
� 。 是线性子空间

，

故这三个平衡点均为不稳定的
·

若调整参数使得平衡点处在 �
。 ，

� 。 ，
� �

子空间
，

系统就会出现周期甚至混沌振荡
�

�
�

计算机模拟

�
�

�相空间吸引子

采用四阶龙格—库塔算法
，

步长 △� 二 �
�

���
，

文中所给出均为舍去前 ����� 个点
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后的稳态结果
。

计算初值为 � �
���� � ����� � ，

���二 �
�

��

��� 庞卡莱映射

取� ，� �时
，
�一 � �

平面作为庞卡莱映射截面
·

�
�

� 功率谱模拟

采用 尸尸了 算法
，

频数 �� ����
，

时间序列 ������的数据个数
�� ���

，

采样间隔 �

� ��归一化时间 �� 由于时间序列 行����为实数序列
，

其功率谱对称于几�� ��， 故频谱

图只画出了一半
。

图 �至图 �为式 ��� 的参数 伽 一 ��，
�，， �， �， ��取不同值时所对应的具有代表

性 的 吸 引子
、

庞 卡莱 映射及 功 率谱
�

每个 图 中
，

���
，

��� ��� 分别 为吸引子

在��一 � �
�

、

��
，一 � ，

�� �戈
�、 � ，

�平面的投影
，

��� 为庞卡莱映射
，

���’ 为 � �

的功率谱
�

囚园幽�口�
”�

‘

��“了�‘

�图

�彻

当参数为 ��
�

��
，

���

所示
。

为 �

一刃
�

十

���
，

��
�

��东 �

�
�

�
，
�

�

��
，
�

�

�
，
���， �

�

�� 时
，

模拟结果如图 �

�

���
，
一 �

�

���� 。 � �
一 ，
� 。 � ��

，
�

，
�� “ � 。 ，

平衡点

�一 �
�

���
，

期状态
，

子空间
。

�
�

���� �� � ·

由于吸引子是关于原点对称的简单极限环
，

故此时系统处于周

由于功率谱频率间隔 丫���� 故周期较短
·

吸引子轨迹超越了 刀 、 ，
� 。 ，

� �

当参数为 ��
�

��
，

�刀
，
�

�

�� 时
，

模拟结果如图 �所示
�

��
�

��
，
�

�

��

�

�
，
�

�

��
，
�

�

�
，

一 �
�

��� �� 、 ，
尸 。 二 ��

，

�， �� “ 刀 。 ，

尸
�

平衡点

�一 �
�

��
，

��胡� �� � �

此时功率谱为连续的谱
，

吸引子为对称于原点的混沌吸引子
�

故

一一
，

�

��
���为一

系统处于棍沌状态
‘

寥霭丛门 脚脚脚

��� ���

当参数为 ��

���

�
�

�

图�
，

�
�

��时
，

� 。 � ��
，

模拟结果如图 �所示
。

� ��
�

���
，
�

�

���
，
一 �

�

���� 〔 � �
，
�� �� 。 ，

�

平衡点为 尸 十

�一 �
�

���
，

一 �����， ������ 已� � �

吸引子为另一简单极限环
，

其轨迹处在 � 。 ，
� 、 及其它子空

间
�

功率谱频率间隔比图 �更宽
，

即 鱿� ����
，

故是周期更短的周期状态
�
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剑巨因
…口�

��� ���

当参数为 ��
�

��
，
卜乒

，

��，

� ��
�

���
，
�

�

���
，
一 �

�

����

���

飞 �
，

��

图 �

�
，

��时�

���

··

�
’’

� 。 � ��
·

模拟结果如图 �所示
·

平衡点为 尸
，

�
，
�� ‘ � 。 ，

� � � �一 �
�

���
，

一 �
�

���
，
�

�

���� �� �
一 吸引子为一对称于原点的复杂极限环

·

轨迹超出了平衡点所处

的 �
� ，

� 。 ，
� � ，

子空间
。

功率谱频率问不 习
‘

� ���， 故是属于长周期的周期状态
·

己图…围
，

…
口…

�����

��������
，

二
， ����

门月 �
‘

�� � 魂�

二
月
二

� � 目

���

当参数为 ��
�

��
，

� ��
�

���
，
�

，

���
，

一 �另��
，
�

�

���� 任�

���

��
，
�

�

�
，

���

�
�

�
，

��
，

〔 �
’ ，

�钊�

�
�

��日
·

全
�

一 �
�

���� � 。 �

���

�芡拟结果如图 �

�
，
�� ‘ � 。 ，

�合�

所示
�

平衡点为 �

� � �一 �
�

���
，

�

吸引子为对称于原点的复杂极限环
，

轨迹超出了平衡点所处

的 �
、 ，

� 。 ，
� � ，

子空间
。

功率谱频率间隔 习
‘

一 ����
，

故是比图 �稍短的长周期的周期

甸 卿…口仁
当参数为

��
�

��
，
�

��
�

��
，
�

�

�
，
�

�

�
，

�

��
，

任�

一 �
�

��� � �

图�

�
�

�
，
�

�

��时
，

� 。 二 ��

模拟结果如图 �所示
。

平衡点为 � 、

�
，
�� � �

。 ，
� � �一 �

�

��
，

一 �
�

��
，
�

�

���
�

对称于原点的吸引子层次虽然不考即青晰
，

但从功率谱的离散性可

知
，

它们属 月司期状态
， 山于 彭 ���’ �

，

故足比图 、 稍泛的长周期的周期伏态
�

露露露露露露露严严
一一一一一

�����������������������������������������
�������

������� ����
� ， ，� ，，

，，，，尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹

，，，，�� 沦沦

声声声声
‘
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一

与混沌行为的研究 ��

图 ��一 图 ��是当 刀 �� �
·

��
，
尸�� �

·

�
，

尸
�
� �

·

�保持不变
， ‘

�，
�

， � 绝对假也不

变
，

只 是 符 号 变 化 时 的 吸 引 子
。

图 中 �“ �
，

�乃� �� �分 别 为 吸 引 子

在 ��
�、 � �

�
、

��一 � �
�� �� �一 � ，

�平而的投影
。

其中图 �� 为 �一 �
�

�
，
�二 �

， �� �时的

吸引子
，

平衡点 严
、
� ��

·

���
·

�����， 一 �
·

��� 任�
，
尸 。 二 ��

，

�， �� �� 。 ，
尸
一 �

一 �
�

���
，
一 �

·

���
，
�

·

����刀
� � 图 ��为 �� 一 ��

， ，� �
， �� �时妇吸引

�

子
，

平衡

点 � 、 � ��
·

���
·
�

·

���
，
一 �

·

���〔 �
、 ，

� 。 � ��
， ‘�， ����

。 ，

�
一 �一 ����

，

一 �
�

���
，
一 �������

一 � 图 ��为 �二 一 �
�

�， ，� �， �� �时的吸引子
，

平衡点 尸
�

� ��
·

���
，
一 �

·

���
，
一 �

·

�����
卜 ，

� 。 � ��
，
�

，
�����

。 ，
�
一 �一 �

·

���
， 、

�
·

���
，
�

·

���

� � � � 图 ��为 � 二 �
�

�
，

�二 �， � 二 一 �时的 吸 引 子夕
平衡点 尸

、
二 ��

�

���，

一 �
·

���
，
����任�

十 ，
� 。 � ��

，
�

，
����

。 ，
� � � �一 �

·

���
，
�

·

���
，
一 �

，

�����
� 。

从

以上四个图看出
，

不论 �，
�

， � 的符号如何组合变化
，

其混沌吸引子的性质不变
�

只是平

衡点及吸引子
’“ ’

诀不同而已
�

鲤围…凶…团团…团
��一、 ��、、 �

二、 ��，、 ��
，
� �，

·

飞

�冬���
�

�冬���

国履团…冈圈…匿
���� ��，� ��� ���� ��

、
� 〔�、

图 �� �钊 ��

��� 李雅普诺夫指数计算

采用文献【�」提出的算法来计算李雅普诺夫指数
，

其部分计算结果如下表�

����������������峨袱����峨����峨����峨��巧��巧�����司���刁刃

目了�

�����

��

尸�哎︺

������������������
，�气、︸，，、、︸，�

巧���卫���
��

，�人，�孟，�‘�‘
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分又参数图

为了详细讨论系统的整体概况
�

进行了全局范围的搜索
�

采用的方法是把式 ���

的 �个参数伽
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数变化
，

计算吸引子与 �

况即分叉参数图
。
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，
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��
�

�� �
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��� 范围内时混沌或长周期吸引子出现两个空洞
，

在其它参数下系统处

于周期状态
。
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，
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��� 范围内时
，

系统可能出现混

沌
�

在图中其它参数下系统处于周期状态
。

� 对计算机模拟结果的讨论

�
�

� 此系统中混沌吸引子具有共同的类似于著名的双涡卷结构
�

以图 �所示的吸引子为

例
，
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区域内的平衡点的特征空

间几乎和双涡卷的特征空间完全相同
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由于本吸引子对应的轨迹并不象双涡卷那样仅局限

在三个主要的子空间 刀 、 ，
� 。 ，

� 一
内

，

故其它的子空间也将影响整个系统的性能
·
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� 在参数 �，� ��� �，� �， 且 �，� �的条件下
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� ，
�， � 只要绝对值不变

，

任意改变其

符号
，

将不会改变系统的工作状态
，

只是改变平衡点的位置及吸引子形状
，

�
�

� 此系统中出现多种周期振荡吸引子
，

例如在任一个分叉参数图中都可以看到
，

在参数

处在混沌状态前后时
，

其周期吸引子总是不同的
�

另外
，

除了一般简单周期极限环外
，

还

出现了几种复杂周期极限环情况
，

即为长周期的周期状态
�

甚至有如图 �那样的吸引子看

似拟周期
，

但经过功率谱计算及指数计算证明� 它仍属周期性质
，

只号周期较长而已
·

�
�

� 当初值取线性子空间 力
。
的任一点时

，

吸引子的形状及性质均不变
，

这一点与文献���

中的悄况是不同的
�

� 结 论

�
�

�在我们所研究的三细胞元 ��� 自治系统中
，

具有非常复杂的非线性动力学性质
，

任

意改变一个参数
，

都可使系统出现周期及混沌等不稳定的工作状态
�

��� 研究发现
，

系统状态的变化对 ��
，
��

，

凡 参数变化的敏感性不强
，

从分叉参数图上

可看到长距离范围内系统处在一种工作状态
�

这提示我们在神经网络设计时应取哪些参数

范围较可靠
�

�另 本系统出现了多种形态的吸引子结构
，

除了周期吸引子形状及周期各异外
，

棍沌吸引

子的平衡点位置也可以有多变
。

所以
，

作为一种特殊信号发生器
，

本系统具有一定的实用

价值
�
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�
�

� 从计算机模拟的结果来看
，

这是一个很有研究价值的系统
，

所以有必要做进一步的工

作
，

比如制作一个实际电路进行电路实验的研究
。

有关后期工作的情况我们将在以后的文

章中发表
�
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