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用边界单元法分析各向异性板

的应力集中问题
’

王 博 董耀星 王宗敏

�郑州工学院人事处�

摘 要� 本文用各向异性板的基本解作权函数建立 了平面一般各向异性问题的直接边界元

格式
，

可求解正交或一般各向异性材料的平面问题
�

其例表明� 各向异性边界元

对于应力墓中问题的求解具有较高的计葬精度
·

关键词� 各向异性
，

板
，

边界元
�

应力集中
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�
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� 引 言

随着复合材料愈来愈广泛地应用于航天
、

船舶
、

建筑等众多领域
，

对复合材料力学特

性的研究也愈来愈受到人们的重视
。

众所周知
，

当复合材料中出现应力集中时
，

其承载能

力将明显下降
�

因此
，

复合材料中应力柒中问题的计算是复合结构设计和强度分析中非常

重要的课题
�

边界单元法山于其对应力集中问题的适用性
�

理所当然受到了学者们的青

睐
�

����� 和 ������������
、

������� 和 �����������������以及 ������和 �����������等都

曾研究过边界单元法在各向异性体中的应用
�

近年来
，

��������� 和 ����，
，

����丁����
、

�����和 ����������
�

�����以及我国学者田宗若������在这方面也都进行了一些 研究
�

严格

来讲
，

这些研究都是针对正交各向异性体的
。

��� 和 ��� ������ 研究了平面
几 ’

异性

体的直接边界之格式后指出其对平而一般各向异性问题的求解具有较好的适用性
�

本文用无限大板中一点受集中力作用时的解作为权函数
，

建立了平面一般各向异性问

题的边界单元方程
，

并计算了各向异性板中园孔周边的应力集中问题
。

与理论解的比较结

果表明
，

各向异性体的直接边界元格式具有非常高的计算精度
�

� 各向异性弹性体基本理论

平面各向异性弹性体的平衡方程和儿何方程与各向同性体完全相同
，

区别仅在于物理
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平面各向异性体的物理方程可写为
�
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冲�，�可用工程常数表示如下�

� ��� ��石�

� ��二 ����

� 一�‘ 一 � ，��� �二 一 ��一���

� 一‘ 一 叮、����一 叮一
、
一��� ��

�肠 � ” 一�����二 叮�，��� 一�

� ‘�， ���
，�

比中�

���

�，�第�个方向的杨氏模数�

� 一�� 平面内的剪切模量

��

� 一���

泊桑比
，
定义为由于�方向单位拉仲应变引起脚方向的压缩应变�

分别为第一类和第二类相互影响系数
川

�

在正交各向异性体中
，

其在弹性主

机邢嘛分���为弟一尖刊用一” ’
一

’ �·�·� 、

一
�

” 一

轴分向与坐标轴相同时沿弹性主轴方向的值为二

口叮�
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场肠肠
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对于平面应变间题
，

方程 ���可写为 �

�
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一一

、
�
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�
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其中�。可用“ 。表示为�

���
�。 一 、 一 �� ��州 ��二

� 。 � 一 � 。 �￡��

��，二 ����

� “ 二 叭幼 ���二
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�
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，
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二 �
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���

叮，一��召 ��

各向异性弹性体平面应力间题的

力�牌��

月��� 应力函数 �� ���少�满足下面的方程�不计体
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如果把���式写成四个一阶线性微分算子的符号形式如下 �

� 一� �� ，� 一�� �

则其中的�
七
代表下面的运算�

���

� � 二 一 �

二
��

「 七

��
���

而拜。
是下面特征方程的根�

� ���‘ 一 �� �。 �，� ���
，�� � “ �，，一 �� 、 ，� � ��� � ���

列赫尼茨基已经证明���� 特征方程 ���及其相应的平面应变时的方程可以有变的或纯

虚数的根
，

而不可能有实根
�

因此 ��� 式的根可一般地写为�

拼�� “ 。 � �刀
�，

两�� “ 。 一 �刀
�
��� �

，
�� ����

其中
，
�� 子二了

，�七
、

刀
。
为实数且凡� ��

拜� 称为平面应力状态的复参数
，

它们在某种程度上表征了材料的各向异性性质
�

例

如�

对于各向同性材料�
�

拜。 � �
，

即� 仪�� �
，

声
。 �� �

，

对于正交各向异性材料�

“ 七� �或“ �� 一 “ �
且夕�� 夕

，

定义特征方向及其共扼为�

��� �� 群。少
，
� 。 �� �� 户

。夕
，
�� �

，
� ����

则应力函数可以表示如下�

�
�

复参数不相等时�

�� �����
�
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�
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复参数成对相等时�
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�
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�����
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弹性体的应力和位移可由应力函数求出
�

例如 � 当复参数不相等且无体力时
，

如令 �

，·‘� ·，一

绘
，

中
�
���

卜

袋
，�‘

� �，一

鲁
，

中��
�艺
卜

鲁
����

则应力分量可写为�

叮 二二

� 二二二

����，�中��
� �
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，
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而位移分量为�
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�，� �����
，
中

�

��
�

�� 尸
�‘卜

�
��

�
��一 叨

，
� � 。

‘，� ����宁
�

中
�
��

，
�� ，��中�

��
�
��� 田� � � 。

����

其中�

，，一 � ，，。
�
� � ��一 � ��。 ，

����

叮，� � ，��‘ � � ���户
‘ 一 � ��

。 、 “ 。 、 ， 。
代表了物体的刚体位移

·

� 二维各向异性弹性体的基本解及边界元格式

列赫尼茨墓给出了无限平面介质内某点作用有集中力 尸�尸 可看作是在无限小空洞

边界上的合力等于 尸 的载荷的极限情况 �时的解���
。

他所取的应力函数为 �

、户�、，产���� 了且�电�
皿

�
、了‘，、

中
�

��
�
�一 月 ���� �，

中
�
��

�
�� 月 ��” � �

设尸二 �
二
二 �时�

中
。 。
��

�
��

而尸� �� 二 �时

中
��
��

�
�一

月 、���� �，

中
、�
��

�
�� � ����� �

月 ����� �，

中
��
��

�
�� � ����� � ����

卜述两种荷载分别作用下的解 �墓本解 �可写为 �

� ，，
��

，

��一 ���
��

，月 ，、��� �
��

，

��

� ��月
���，亿

�
��

，

���

�
‘�
��

，

��� ����叮
�河 ‘，��� ，

��
，

��

� 叮�月 ，���� �
��

，

��� ����

� 、�
�尸

，

口�一 �，，��。 ����。�
“ ����

，
��

，

��� ，，
�
“ ‘��� �

��
，。 ��

一 �，，�������拜
�月 ‘，�� �

��
，

��� �‘�月 ，��� �
��

，

���

了
’ ，之
��

，

��� 一 �，，�����
“
�拜

，月 ，��� �
��

，

��� 户�月 ，��� �
��

，

���

� �，，�����
“ 【月 ，、 �� �

��
，

��� � ‘�
��

，

��� �� �
，

� ����

其中�

�

�
一

拯�，��� 尸点�方向作用单位集中力时�蔚方向的位移�

几��
，

��
� 尸点�方向作用单位集中力时����方向的而力�

� ‘
��

，

��
� 当坐标原点在尸点时复友向�

，
在�点的流�即�

�
，

��
，

��� �����一 ������ 一“�����一 �����

” ，

���� 边界点 �处法线的第 �个方向余弦 �

� 。 二应力函数����
、

����两式中的复系数
，

可根据平衡条件和位移单值条件山下列方程
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组求出�

刁���������������������������一兀
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��，孟月
尹
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����
已

������
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��，��� ���一 �，，，户� ����

��，�尸 一 ��尸 � �，��夕� ��尸�

��，宋��� ���一 ������ ����

各向异性体的边界积分方程在形式上与各向同性体相同
，

当不计体力时
，

可写为 �

� 。�·，·，�·，·

上
· 。 ‘一口，·，‘。 ，“ 几。 ，

一

丈
· 。 ‘一口，才，‘。 ，汀��。 ， 艺�

一 ����

式中 � 。��
，

��
、

� ，，
��

，

��山 ����
、

����式给出
。

����式离散后得到的各向异性体的边界单元法的线性代数方程组仍可写为 �

����
“
�� ��】���

求解方程 ����即可求得边界节点的位移和而力
。

����

� 边界点应力计算

边界点的应力状态可山边界上的位移和面力直接求出
�

边界上 �点的正应力和剪应

����

、
�
犷
」

点的位移

、�户、�户
���，︸，乙了

、了�、

力为 �

叮 。

���� �����，，
，
���� �����，，

�
���

�，
���� 一 �����

，，����� �����‘，
�
���

其中
� ，
���为 �点外法向的第 �个方向余弦

，

�‘���为�点而力沿坐标轴�
，
方向的分傲

。

为求 �点的切向正应力
，

山单元内任一

于
�‘�睿�卜 汇����言��

‘

�
�‘
�

‘

及�点的切向量

【������ �一 ” �
���

， ，，�����

先求出�点的切向位移�

� ，
���� ������丁

�，�言��

则�点的切向应变为�

����

��
，

�省��
。 ，

���� 二石不飞二 � �
“ 一 、 、 ���二

����

「，，。 、 �
�【��，����户 。 � �

、 。

【，�甘 �】一一下万
一一一 ��‘ �

��屯

对于各向异性体的平而问题
，

��心����

�点的切向正应力
�，�’ 以山下述公式求出 �

����
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式中二

� ��� �

� � ��

一���

�

���

，。 � ��� ��� � �。����
’，���’ ，

，一 ��
�。 ��� ’，� � �����’，�����，

� ��� � 一��

�� 、

��
�，� � ��一 �� ，�一 � ������ ’，���’职

一 �
�‘

����
’职����印�一，︸

十

�

�
。 一 �� 二 。 ��’，

一
�，�‘� ’ ，一

告
�，�

��� � ��
�·。 ��，��‘·�，� 。 ����·�。 �����’ ，

一 ��� ’中�

� � 、 ���’ 。 ����’ ，一 ���� ’ ，�

其中中为�点外法线与�轴正向的夹角
。

� 各向异性板的孔边应力集中问题

含有园孔的各向异性板在孔边承受法向均布力及在无穷远处承受单向拉仲时的理论

解已由列赫尼茨基给出侧
，

这为我们提供了非常合适的计算例题来检验各向异性边界元法

的计算精度及其广泛的适用性
。

算例 �
�

含有一半径 �� �� 的园孔的无限大正交各向异性板在边边承受均布力 尸

� �
·

�����图 ��
�

一
�一�姚

一
板的弹性常数取自文献���中

给出的胶合板的值�

�一 �
�

�� ������

��� �
�

�� ������

� 一�� �
�

��� ������

� 一�� �
�

���
，

��

一 �
·

���
，

计算结果示于图 �和图 �
，

图中还以虚线画

出了各向同性板当其弹模分别等于 刃�

和 万�
时的计算结果

。

③
图� 含园孔无限人板受孔边径向压力
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冬。 �护产
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�
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� � � � � �

图 � 例一孔边切向应力分布图 图 � 例一孔边径向位移图

山图 �可以看出
，

各向异性板的孔边应力集中现象比各向同性板严重
。

表 �列出了 �

� �
。

和 ����
“

两点 �即沿两个弹性主轴方向�的孔边切向应力以及园孔半径在这两个

方向上的变化量的理论值和边界元法计算值
，

山表 �可见
，

计算误差均小于万分之一

表 � 算例一计算结果与理论解比较表

比较项目 理论解 边界元解 相对误差

儿�。 � �
。

���。 ���
“

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����� ��
一�

�
�

����� ��
一�

�
�

����� ��
一 �

�
�

����� ��一�

�
�

����

�
�

����� ��
一�

�
�

����� ��
一�

�
�

����� �����

������ ��，

����

�
�

����

����

�
�

����

����

����

�
�

����

，

��血曲如叭

注� �
�

外�各向异性板的孔边切向正应力�

�
�

偏
�各向同性板的孔边切向正应力�

�
�

山
�各向异性板 ���

。
点的孔边径向位移�

�
�

筋
�各向异性板 ����

。
点的孔边径向位移�

�
�

趾
，�� ���

的各向同性板的孔边径向位移 �

�
�

加
���，��的各向同性板的孔边径向位移

。
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山图 �可以看出
，

当孔边作用均布压力时
，

各向异性板的孔边径向位移大于弹横等于

较小弹模的各向同性板的孔边径向位移
，

这主要是山于胶合板的剪切模傲较小所致
。

算例 � 含园孔无限大板在远处承受

水平向均布拉力 �
、 ” �

�

����
�

园孔
‘

产
��

�
叼均��
��栩州���
��

司州�
�

尸�半径 �� ��
，

板边长 ������图 ��
。

孔边切向应力 与 及孔边径向位

移的理论解为 〔�卜

尸
叮

�

�
� � �

二 一 一三乞
一 口‘诊� �

“

�

尸△��。 � 。 。

一首

“ 。
�
。 一 。 。

� 户
�

��� ��

��� ��
， △��。 � 。 ·

�
�

汀刃
，

几

甘甘 当当

�����

未未
、 ……

气气沙
�

分
“ �““

邝邝邝

�

…
�
‘

������������、���，�洲门��
�

日��
卫

闪���山肖
�
�

�
�

闷

�

����﹄

卜户�一���
��
�犷�一
卜卜

�

曰
�

一门﹂司

式中� ��厂
，

一

计算结果绘于图�和图�
，

数流比较示于
。

表�

一
�

图� 含园孔无限 九板受无穷远处单向拉伸
��
丁见最 友计幼

一

�关左小 上千分之五
。

一

� ��

，，，�、
’

�
’

���
一

���、�一��、�����一 、 ，

圈孤

吕
一

� ��
‘

� 卜

��
、 二 �� �，�

，

八��训
一

�甘妙
、

川

一��‘�川���是�一了

一八
通�二���������

·

。 ��一�、 ‘��一
‘ 、��，��

一 卜����‘、
�，���� �� �

一��‘，��‘、������ 二 �二�

图 � 例题 几位移图 �刽� 例题
一

�花力图
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� 用边界单元法分析各向异性板的应力集中问题

表 � 例题二计算结果与理论解比较表

比较项 日 理论解 边界元解 相对误差

口。�。 � �
”

口。�����
。

厅。�。 ��
”

口。�。 � ��
。

△��。 � �“

△������”

夕
，
����

“

击
��。 ���

。

��
�
�。 ��

“

�
�
�����

“

一�
�

����

�
�

����

一��

�
�

�

�
‘

����� ��
一 �

一�
�

����� ��
一�

��� ��
一�

� ����� ��
一
�

�
�

�� ��
一�

一�
�

����� ��
一�

刊�
�

����

�
�

����

一�
�

����

�
�

����

�
�

����� ��祷

一�
�

����� ��
一�

�
，

����� ��
一�

一��
�

����� ��
一�

�
，

����� ��
一

�

一������ ��
一�

�
�

���

�����

�
�

���

刁����
�����

�
�

���

刃����

�
�

���

�����
�

�

���

注� �
�

丙�各向异性板的孔边切向应力� �
�

‘ � 各向同性板的孔边切向应力�

�
�

含�各向异性板的孔边径向位移� �
� △��� � � �，

的各向同性板的孔边径向位移�

�
�

�
�� � ���

的各向同性板的孔边径向位移
·

� 结 论

本文用无限大各向异性平面介质中一点作用单位集中力时的解作为权函数所建立起来

的边界单元格式可以求解平面一般各向异性材料的应力及位移
�

文中给出的算例表明� 边

界元法求解应力集中问题具有很高的精度及广泛的适用性
。

这一方法为复合材料等平面各

向异性体的应力分析提供了一个良好的计算手段
�

致谢

本文工作得到了清华大学张楚汉教授
、

王光纶教授的热情指导
，

谨致谢忱
。
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