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空间环型区域上的关联函数
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摘要
�

本文利用锥函数方法
，

给出空间环型 区域上关联函数的一种计算方法
。

关键词
�
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，

锥函数
�
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引言

����年文献��〕为解决不相容问题提出 了可拓集合的概念
，

并给出 了刻划可拓集合的

关联函数的一般形式
。

文献��」�「�〕对可拓集合作了深人地研究
。

这些开创性的工作
，

为可

拓学的创立奠定了坚实的基础
。

可拓学中的一个重要问题
，

是怎样建立关联函数
，

本文试图

通过引人锥函数的概念
，

给出空间环型区域上关联函数①的一种计算方法
。

� 空间环型区域的数学表示

设 � 为一个空间环型区域
，

其边界是一个闭环面
。

在 �

的内部取定一条绕环心的闭曲线 �
。 。

如图 �建立坐标系
。

过
�
轴作半平面 二���

。

设 �����与�
。
交于定点 ����

，

在 二���内
，

以 ��。 �为极点
，

建立平面极坐标系
，

并使得极轴平行于 ���

坐标面
，

区域 � 与 兀���交于平面区域 ����
。

则 ����用极坐

标表示为

�镇 �� ��叻
，

�镇 甲镇 ���
，

��
�

��

��的的边界可表示为 �一可叻

对于半平面 �����上任一点 �
，

设 � 的向径为芬
，

则 于可以表示为

� � �。
���� ��叻

其中于
。
���表示定点����的向径

，

奋�叻表示 �在极坐标系中的向径
。

于 � 的位置可以用 矛�叻来表征
。

容易证明下述结论成立
。

定理
�
�

�

� 对于空间任一点 �
，

有
����任�一打 的充要条件是 �芬�叻 ��。�叫 �

����〔 盯 的充要条件是�芬�叻 �一��叻
�

����百��汀 的充要条件是�于���������
。

喂逆
图 �

��
�

��

��
�

��

于是
，

空间任一点�关

收稿 日期
�����一 ��一 ��

① “
区域 � 上的关联函数

”
为论域 � 上正域为 � 的可拓集合 入的关联函数〔�〕
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� 半平面 �����上区域的关联函数

设 �。
�� 为两个空间环型区域

，

而且它们的边界均为闭环面
，

两闭环面无公共点
，

其截

面如图 �所示
，
�

。
为

‘

�。 内部绕环心的闭曲线
。

设 ��仁� 分别为 �
。
和 � 关于 斌��的截面区

域
。
�。
和 � 的边界用极坐标表示为

叔〕 。 ��� ��叻 � �� ��� ��卯 ��
�

��

现引人 �
。
和 � 的锥函数

�

取实数

�。 � ������卯
，
�三 尹三 �二

，

�� ������叻
�

�
三 沪三 �二

，

��
�

��

则 �
。
和 � 的锥函数分别为

，。

�粤下 一 ��
，

八 气甲�

�一 岛�卯
，

��
�

��

了之���、二�
、

一一外��

��

共
一 ��

，

尸�甲�

�一 ��甲�
，

�簇 �� ���叻

���叻 三 ��� 、

�镇 �� ��沪�

��叻 丛 ��� 二

��
�

��
�
沙、���
、

一一
、了乙产

外
了‘、

�

为使点 ��，
，
��在半平面

二���内
，

�甲
，
��的取值集应为

� 一 �。
，

要〕 � 「。
�

� 二 〕 �
乙

�等
�

�司 、 仁。
，

、 �� �要
乙

，

誓
�义 〔�们
儡

丁� ‘�，
�，

其中����表示点 ��的到 �轴的距离
。

再计算
二���上任一点 �关于 �

。
和 � 的位置值

���
，
�

。 ，
���

一 �
，

�玉���
。
�甲�

��甲
�

��一�
。
�甲

，��
，

�。 �甲�玉���二
��

�

��

其中仲
，
��满足��

，
��

。

作函数

���
，

卯 �
���尹

，��

���
，
�

。 ，
��

��
�

��

则 ���
，

叫具有以下特征
，

从而是平面 �����上区域 �
�，

的关联函数川

定理 �
�

� 对于半平面 武�� 内任一点 �
，
���

，

叻具有特征

����任�
。
一刃

。
的充要条件是 ���

，
甲����

����任��
。
的充要条件是 ���

，
甲�� ��

����任�一�
。
一刃

。
一刃 的充要条件是一 �����

，
��

���

�钓�任犯 的充要条件是 ���
，
甲�� 一 ��

����百��为 的充要条件是 ���
，
甲��一 �

。

定理 �
�

� 在半平面 斌��内
，
���

，

叻有最大值
，

而且最

大值为 ���
，
����

。

定理 �
�

�和定理 �
�

�的证明略
。

� ���
，
甲

，��的构造

现利用半平面 武��上的关联函数 ���
，

叫
，

作函数
图 �
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一

�一 �
， ，�

卜
’

�”
�

， ’ ‘ ’一
�
��吸�

，
甲�

，

�����

����甲�
’

�甲
，
��任�

要� 、 �要
二

乙 ‘ ��
�

��

其中
·

�
、 ���。 �满足条件��

�

��
。

定理 �
�

� ���
，
甲

，

��具有以下特性

����任
‘

�
、，
一 刀

’

�
’ 。
的充要条件是 ��。

�

甲
�

����
�

����〔 。
了�’ 。
的充要条件是 ��。

·

甲
·

��� ���

����任
‘

�一
‘

�
‘，
一盯一 孑�

�，

的充要条件是一 ���’� 。 ，
甲

�

�����

����任了�的充要条件是 ��。
，
甲

，��� 一 ��

����百���’�
’

的充要条件是 ��。
，
甲

·

���一 �
。

证明
�
�必要性����若 �〔

‘

�
。
一月

、 。 ·

则 �任�
。、
一 刁�

� ，

由定理 �
�

�知
·

���
，

叨� 。 ，

由��
�

��

知 ���
，

甲
，
����

。

���若 �任汀
。 ，

则�任刃
。 ，

由定理 �
�

�知 ���
，

叻 一 �且 � 不在 �轴上
。

由��
�

��知 ��。
，

甲
，
��� �

���若 �〔 �一��，
一盯一盯

。 ，

则 �任�一认一 刁�一 ��
、 �

由定理 �
�

�知
，

一 ����，
�

叻� 。 �

且 � 不在 �轴上
。

由��
�

��知一 �����
，

甲
，
����

。

���若 �〔 孑�，

则 �〔 刀�
，

由定理 �
�

�知
�

���
，

叻 � 一 �
，

又 � 不在 �轴上
，

所以由��
�

��

知 ���
，

甲
，��� 一 �

。

���若�百��升
，

则 �万��刃
，

由定理 �
�

�知 ���
·

���一 �
。

再由��
�

��知 ���
�

甲
，
���

一 �
。

�充分性����若 ���
，，，����

，

由��
，
��知 ���

，
甲���

，

由定理 �
�

�知
，

�任�
�
一刃

。，，

于是

�任�
。，
一 刁�

。

���若 ���
，
甲

，����
，

由��
�

��知 ���
，
甲�� �

，

由定理 �
�

�知
，

�任刃
。 ，

于是 ��盯
。 。

���若一 �����
，
甲

，����
，

由��
�

��知一 �����
，
甲���

，

由定理 �
�

�知 �任�一�
。
一刃一

刁�。 ，

于是 �任�一�
。 一盯一盯

。 。

���若 ��。
，
�

，
��� 一 �

，

由��
�

��知 ���
，

甲�� 一 �
，

由定理 �
�

�知
，

�任刃 于是 �〔 打
。

���若 ���
，
甲

，���一 �
，

由��
�

��知 ���
，
甲��一 �

。

由定理 �
�

�知
，

�任�一刃
。

于是�任�

一赶
’ 。

为考察 ���
，

甲
，

��的极值性质
，

我们称 �
。
内部的定曲线 �

。
为 ���

，
甲

，
��的脊线

。

定理 �
·

� ���
，
�

，��在仁�
�

�二〕� ��，二〕 � 仁�，
����上有最大值

，

而且最大值在脊线 �
。

上达到
。

证明
�

由定理 �
�

�知
，
���

，
甲

，
��的最大值只能在 �

。
上达到

。

当�任�
。
时

，

有 ���
，
甲

，
�� �

���
，

甲�
，

由定理 �
�

�直接可得
，
���

，
甲

，��的最大值为 �。 。

� 实例

设 �。
和

’

�分别为圆环型区域和椭圆环型区域
。

它们分别由��� 面上的圆��一 ��
“� �“

一 �和椭圆
��一 ��

“ ‘
��

—
十 下万

件 甘

一 �绕 �轴旋转所围成的
。

取定曲线 �
。
为圆的圆心轨迹线

，

现求关

联函数 ��。
，

甲
，��

，

使之以 �
。
为正域���

，

以 �一�
。
为可拓域

，

其步骤如下
�

���利用��
�

��求半平面 ���。 �上区域 �
。
和 � 的边界方程

肛�
。 �

���卯 一 �� 刃
�

爪卯 � 丫�����沁� �����沙 ��
�

��
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由��
�

��可得 �
。
� �

，

�� �
。

���利用��
�

��和��
�

��求 �。
和 � 的锥函数

���沪
，
��� �一 �

，
�三 ��十 。

���甲
，
���

���共
飞

�

“ 气
卿

��一 �又心

一 ��
，

�压 �� ��卯
��

�

��

��叻 ��卯 丛 ��� ��

���利用��
�

��计算位置值

一 �
，

�三 �� �

��

共
一 ��一 �，一 ��

，

�气叨
�三 ，� ��卯 ��

�

��

�一 ��叻
，

��卯 三 ��� 二

厂人���������

一一
、�产乙小�

‘、
�

���利用��
�

��求 �
。
的关联函数

�一 �
，

�三���

��一 ����甲�

���一��甲��一��甲���一 ��
�二����甲�

��
�

��

�一 �

�一��甲�
爪甲�三�����

了之�����、�����

一一
、�

甲
于‘

�
几

�

���利用��
�

��求�甲
，��的取值范围

�一��
，

晋〕
义 〔�

’

���」��要
乙

，

譬
�� 〔�不澡面〕�「誓

，
���〕� 〔“ ，

�一 〕

���利用��
�

��得关联函数

·�

一
�一

�一
����

，

卯
，

�

一 ����列
’

�尹
，��〔 �

要� 户�
‘

�井

� ��
�

��

且 ���
，
�

，
��的脊线为圆

����
���

�一�

，

最大值为 ���
，
�

，
����

。
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