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关于标准误差应用问题的讨论

张 敏
�郑州工业大学数力系�

袁 辉
�河南省计算中心�

摘要 针对在标准误差的应用 中容易产生概念混乱问题
，

首先从理论上给 出了四种标准误差

的计算公式
、

含义及其应用条件
，

进而讨论 了测量结果的表示和取位
，

并以 实例进行分

析
，

因此
，

为正确
、

规范和统一书写测量结果提供了理论依据
。

关键词 测量列
，

平均值
，

标准误差
，

标准偏差
，

离散性
，

概率
，�分布

中图分类号 � ��� �

标准误差是当前应用最广泛
、

最基本的一种随机误差的表示方法
，

当标准误差求得后
，

平均误差和极限差即可求得
。

故国际上普遍采用标准误差作为实验结果质量的数字指标
，

同

时按国际计量局建议
，

不确定度用标准差
� 表征�或方差 护 表征��� 〕 。

由此可知
，

标准误差在

数据处理上的作用十分重要
。

但在 目前的测量和检定工作中
，

甚至在有些实验讲义上
，

对标

准误差的概念还存在着不同程度的混乱现象
，

为此需要予以澄清
。

四种标准误差的计算公式

�
�

� 测且列的标准误差
。

假设我们对某一物理量 � 进行了
�
次等精度的重复测量

，

数值为 ��
，

其误差为 ���
‘
一

�。
��’ 一 �，

�
，… ，

��
。

测量列的标准误差定义为
。 一

厚
图

���

式中�。
为被测物理量的真值

。 。 的含义是反映该组测量数据的离散性
，

即测量列中每

一个数据的误差落在士
� 区间内的概率是 ��

�

�肠
。

由于是等精度测量
，

所以各测量值的 。
都

是相同的
。

上式的应用条件
，

除了 �。
是被测量的真值外

，

测量次数必须很大
，

才能满足统计规律
，

此时算得的
�
值才趋于稳定

。

当
�
���时

，。
就趋向于真正的标准误差值

。

对于有限次测量
，

其
。 只是真正标准误差的估计值

。

�
�

� 平均值的标准误差
口、

当我们进行多次等精度的重复测量时
，

若用 ��
‘
及 八

、一��
‘
一�

。
��� �

，
�

，… ，

��分别表示
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第一组的测量数据及误差
，

此时很容易算出其平均值 王
，
及误差 �、一牙

，一二 。 �若用 ��，及 △。 �

��、一�。
表示第二组的测量数据及误差

，

同样可算出其平均值 毖
�

及误差 占�一牙
�一�

。 。

假设我

们如此测量了 �组
，

每组测得
�
个数据

，

并用��，及 句一 ��一� 。
表示第 �组的测量数据及误

差
，

同样可算出其平均值元及误差 色一牙
，
一�。 。

下面我们来讨论平均值牙
，的标准误差

。

与前面讨论测量列的标准误差类似
，

其计算公

式为

。 一

厚 ���

由于 、 一
，一��

， 。 一青菩如
故对 “ ，

两边平方有
�

鳄一

奈�客
、 ，� 一亲�客

‘ 二� �

息
△��
如〕〔习

月

由于服从统计规律的随机变量具有对称性
，

故其交叉项的乘积之和为零
，

即
聂

‘ 护、
一�

，

代人上式有

�小
二 ，

。 ，一 不白劣

式中可一告菩璐
为第 ，组测量列的标准方差

，

将上式代人 ‘�，式平方则有

峪一告客
�一

去
·

告客
、

由于是等精度测量
，

因此每组测量数据的标准误差 几 都是相等的
，

即 ��一 。 �二
·

一
�，
�

介

一或
荟可

一加
�·

代人上式可得

一 工护

。 一

毛
。 一 �

‘

��寸 � � ，� 仁写
���

该式为平均值的标准误差计算公式
。

七 的含义是反映平均值 王，的离散性
，

即每组数据

平均值的误差有 ��
�

�肠的概率落在士毛 区间内
。

该式的适用条件与测量列标准误差的适用

条件相同
，

只是测量列的标准误差随着测量次数的增大而趋向于某个稳定值�平均值的标准

误差随着测量次数的增大而逐渐减小
，

且当
�
���时 几��

。

故在实验中经常采用增加测量

次数
�
减小 处 的方法来减小实验误差

。

�
�

� 测�列的标准偏差 �

在上面所讨论的误差公式中都用到了被测物理量的真值 �。 ，

而真值实际上是不可能得

到的
，

所以这些公式虽在误差理论中具有重要意义
，

但却无实用价值
。

经常采用的方法是用

测量列的平均值 牙替代真值 � 。 �用偏差 �、
一�，

一王替代误差 乙‘
��‘

一�
。 。

测量列 ��，��
，…… ，

�
，

的标准偏差计算公式由下面导出
。

根据误差定义 八一�，
一 � 。

可

得
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艺夺 一 艺�� 一 ”
��

�合
，

一 万白绮 十 ’ 。

将 牙值代人偏差公式
�，
一�

、
一牙有

�� 一 ��

一 工交八一
二。

� 二写

一 � 一

告客
八

将等式两边平方

一 � 一 �八
告客

二 �

条�客
“ �

�

两边求和

玄
二，一
客

‘
卜普�客

“ �
’
�

告�客
“ ，“ �客

“ 一

告�客
“ �

�

利用�客
么�

�
一

客
���

息
、 ·

、 关系式及

鑫
、 ·

戊一 。 性质可得

客
�，一
客

“ 一
青客

‘ ，� 竺二卫女
。 ，

� 下写

根据标准误差的定义有
�右

‘ ，

犷 一 万白拼 一 毕下女
二，

� 一 �
万�

为了与用误差 八 计算出来的标准误差
。 相区别

，

我们把用偏差
��

计算出来的标准误差

称为标准偏差
，

并用 �表示
，

故上式可写成

� 一

詹 ���

这就是测量列标准偏差的计算公式
。

其含义与测量列标准误差相同
，

只不过标准偏差是
�
�

、

�
、 。 、 ，� ， ， ， � 、 �

一
、 ，， �

二 � 一 二 � 、 刃
、 �二 ， � � ， ， ， 。 ‘ �、

一 一 一
标准误差的估计值

。

当
”
���时

，

由于 至一兜言白����。 ，

则此时的 占就趋向于
“ 。

�
�

� 平均值的标准偏差 凡

由于 牙是从测量列 ��，��，…… ，
�

。

计算出来的平均值
，

因此可以把 王看作一个复合量
，

它是 ��的函数
，

由平均值定义知

�
�

，

一 万以
‘
十 �� 十

’ “ 十 几，

所以

�� �� �� �

��
�

��
�

七
， �

我们假定是
�
次等精度的独立测量

，

则测量列的标准偏差都相同
，

令等于 �
，

且相关系

数 �一 。 ，

根据标准误差的传递公式有

�
一七一����

�
��一
�� 一

�副
’

����黔
’

���
…

一人��子� �盆�
· “ � �加 一
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、

厅占 二

� 一一二二二 一
�
�一二二�一一二二

丫
，， � 。 叹�

一
�

���

该式为平均值标准偏差的计算公式
，

其含义与平均值标准误差相同
。

民也是平均值标准

误差的估计值
，

当
�
���时

，

平均值的标准偏差 ��就趋向于平均值的标准误差
。 、 。

总之
，

在上面我们所讨论的四种标准误差的计算公式中
，

可分为用误差 八 表示的计算

公式和用偏差 �，
表示的计算公式两大类

。

每一类又分为测量列误差计算公式和平均值误差

计算公式
。

对这四种不同的误差计算公式
，

在应用时要分清它们各自的定义
、

含义及其适用

条件
，

否则就会引起混乱和错误
。

还要指出的是
，

在众多的随机误差的计算公式中
，

我国和世界上许多国家都在科学报告

中使用均方误差阁�即标准误差�
。

由于在实际测量中
，

我们只能得到标准偏差
，

而标准误差

是由标准偏差估算所得
，

所以
，

如果不特别指明的话
，

人们所说的标准误差
，

就是指标准偏

差
。

� 测量结果的表示

对于一组等精度的有限次测量数据
，

其算术平均值比测量列中任何一次测量值都更接

近真值 � 。 ，

所以用测量列的算术平均值表示测量结果是最合适的
。

另外
，

在结果表示中要

求
，

除了给出牙值的大小外
，

还应给出与其相对应的离散程度即凡值
。

故测量结果应表示为

�。
� � 士 ��

测量结果如果写成 �。
一王士 。 、

二 。一�士隽或 �。
一牙士�等形式

，

显然是错误的
。

因为这些

表示方法既混淆了误差与偏差的区别
，

又混淆了测量列误差与平均值误差的不同
。

由于同一组等精度测量数据
，

可以用不同定义的误差公式来描述
，

且可得到不同的误差

值
，

所以为了在同一个定义或同一个概率下来比较误差的大小
，

就应该在实验结果的表示中

标明所用误差是什么或其概率 � 值是多少
。

同时因为平均值误差与测量次数有关
，

在测量

结果的表示中还应标明
� 的数值�’�

。

即 �。
�牙士�、��一�

�

���
，�一 �� ���

式中概率 �一�
�

���
，

表示在 牙士��区间内包含真值 �。
的概率为 ��

�

��
，

此概率亦称为

置信水平
。

我们知道
，

用标准偏差来估算标准误差时
，

要求测量次数必须很大
。

但在测量次数有限

的情况下
，

测量结果已不遵从正态分布
，

而是满足 �分布
。

并且测量次数越少
，

数据的离散性

越大
，

如果还用原标准偏差值的话
，

其置信水平就会降低
，

为了达到同样的置信水平
，

此时标

准偏差的范围就要扩大
，

从而需要用 �值对误差项进行修正
，

其修正方法和结果表示如下
�

�。
� 王士 �》�，����� � �，� � �� ���

式中 �户�，�是在不同置信水平 � 下随自由度
，� �一 ��� 为测量次数�而变化的一组数

值
，

当自由度
，
和常用置信水平 � 给出后

，

其大小可从 �分布数值表中查出
。

在该结果的表

示中
，

也应标明测量次数或 自由度
，

这就等于给出了数据所遵从的分布
。

同时置信水平不要

太低
，

一般采用 ���以上的置信水平为好���
。
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� 误差项及计算结果的取位

误差项应该取几位
，

这要由误差本身的误差大小来决定
。

那么标准误差的误差大小应如

何确定
，

其位数应如何选取呢� 下面就来讨论这个问题
。

如果标准误差是在测量次数无限多的情况下按定义算得的
，

则此标准误差称为理论标

准误差
，

从理论上说它是个常数
，

没有误差 �如果是有限次测量算得的标准偏差
，

称为经验标

准误差
，

从理论上讲它是个随机变量
，

故也有误差
。

由误差理论可给出标准偏差的标准偏差

计算公式

�、 ��」

丫��
� 一 ��

���

�
� �

�
� ，

�
，

二�
� �、

�
、 ‘ � ， � 、 �、

�
� �

� ， ， � � � � � �

� ￡ �
� � �

� 。 。

式中�
、为平均值的标准偏差

。

由���式看出
，

当
”
��� 时

，

有合一
下弃弃二二二手��

�

��
，

即
�

， � 了 � � ，

一�
� 碑 �，� ” 卜

’
����

’
�

’
一 ‘
一 “ 一

只 � �
一 ’

� �

一
‘ ’ ‘

百�
产

了灰不万歹
� �

一
一

’

平均值标准偏差的相对误差为 ��肠以上
，

所以当
�
小于 �� 时

，

误差项只取一位数就足够精

确
。

如果欲使误差项取两位数
，

即平均值标准偏差的相对误差瓷
�，��

，

由��，式可推算出

测量次数
���� 才行

。

从以上分析可知
，

在实际测量时
，

由于受条件及时间的限制
，

测量次数一般都不多�约

��多次或更少�
，

故可以规定此时的误差项只取一位
，

除非标准偏差的首位是 �或 �时可多

取一位
，

即共取两位
。

而且在标准偏差截尾时
，

为了不人为的减小误差
，

常采用只进不舍法
。

关于计算结果有效位数的选取
，

应由有效数字的运算法则决定���
，

如果作为实验结果表

示的话
，

有效数字的位数自然应由误差项的位数来决定
，

其原则是计算结果的最后一位数要

与误差项的末位数对齐
。

而当计算结果截尾时
，

则采用
“
四舍六人五凑偶

”
法则进行

。

具体来

说就是若被截尾的那个数是 �
，

而其前一位是奇数时
，

则进位凑成偶数
，

如果前一位是偶数

时
，

则将 �舍去
。

例如 牙一 �
�

����
，
��� �

�

���
，

若
���

，

由前面分析可知误差项只取一位数

字
，

即 ��一 。
�

��
，

此时平均值应取三位有效数字
，

其结果可表示为
��。
� �

�

��士 。
�

�� �又如若

�、 一�
�

����
，

由于误差项的首位数是 �
，

故可多取一位
，

即 �、 一 �
�

���
，

则此时的平均值应取

四位有效数字
，

其结果应表示为
��。
一�

�

���士 。
�

���
。

� 例题分析

已知等精度重复测量某长度 � 的数据如下
��

�

���
，
�

�

���
，
�

�

���
，
�

�

���
，
�

�

���
，
�

�

���
，

�
�

���
，
�

�

�������
。

求
�
���� 的平均值及其标准偏差

���写出置信水平 �一��
�

��和 �一���的测量结果

解
���� 由定义公式可得

�

二 �合
，

儿 一 万白与
�

�������
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� 、

�蔺丁
� �

�
一一，二二二

一 ��

—
�

丫
，， � � 又，，一 ��

�
�

������，�，�

由于
� 一�

，

故 �、
只取一位数字

�

即凡一 �
�

�������
。

测量结果表示为

�
。
� � 士 ��

�

� �
�

���士 �
�

����，��� �� � �
�

���
，� � ��

���已知
，� �一 �� �

，

从 �分布数值表中查得 ��
�

�，����� �
�

��
，
�。 ，����� �

�

��
。

故 �
�，
��士��

�

。�������一 �
�

���士�
�

�����，� � ��� �
�

���
，，，一��

�
�

��士 �。
，

�。 ����、 � �
�

���士�
�

������，� ��一 �
�

��
，� ���

由以上测量结果表示看出
�

由于测量次数较少�� 一 ��
，

故在同一置信水平 �一 �
�

���

下
，

用 �分布修正算出的误差区间比单由标准偏差算出的误差区间大
�由第二问可以看出

，

在测量结果表示中注明置信水平的重要
，

否则对同一精度的测量结果就会得出前者精度高

而后者精度低的错误结论
。

参 考 文 献

�

�

刘智敏
�

误差分布论
�

原子能出版社
�

����

孟尔熹
�

曹尔第
�

实验误差与数据处理
�

上海科学技术出版社
�

����

潘人培
�

董玉昌
�

物理实验教学参考书
�

高等教育出版社
�

����

张敏
·

袁升兴
·

普物实验中几个误差概念的讨论
�

郑工高教研究
�

����年第 �期

龚镇雄
�

普通物理实验中的数据处理
�

西北电讯工程学院出版社
�

����

贾山林
�

姚志亭
�

袁升兴
�

大学工科物理实验教程
�

河南科学技术出版社
�

����

���������� �� ����������� ��������

����� �������� �����

����� ���

��������
�� ���������� �� 了，�������舒�

���� ���

��
���� ����������� �活�����

����������� ��� ��������� ����� ������� ����� �������� ����� �� ������ ������ ��

������������
，
���� ����� ������������� ��������

， ��� �������� ������ ����������� ����

������� ����� �������� ����� ��� ����������� ����� �������� �� ���� �����
�

��� �����
�

��������� ��� ��� ������ ����� �������� ������� ��� ���� ���������������������� ����
�

����
�

�� ���� ����� �������� � ���������������� ��� ��� ������� ���������
， �������������

�������������� �������
�

���������

�������� ������
，

���� �����
，
�������� ����� ，

�����������������
，
���

�

���������
，
�����������

，
�

一

������������


