
  收稿日期： 1997－02－21

样条有限点法求解任意四边形
薄板大挠度问题
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摘 要 本文利用坐标变换下的样条有限点法，研究了任意四边形薄板的大挠度计算问题，给
出了计算实例，验证了方法的正确性和较好的通用性。
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引言

对矩形薄板的大挠度问题有各种各样的求解方法，这些方法大都受到 “矩形” 这个几
何形状的限制，而对任意四边形薄板的计算，除有限元法以外，还没有其它较通用的解决
方法，只有少数方法解决了某些特殊的问题，如文献［1］采用摄动法求解了四边固定梯形板的

大挠度问题。同时，有限元法有输入数据多，计算复杂等缺点。
样条有限点法［3］采用梁函数级数作为某一方向上的形函数集，而在垂直于此方向上采

用 B样条插值函数，只要对靠近边界的基样条给予适当修正，样条有限点法就适应于不同
类型边界的情况［4］。

本文采用坐标变换下的样条有限点法，将任意四边形变换成正方形，在正方形板上假
设三个方向的位移函数，挠度函数采用四次变换，水平位移采用二次变换。本文最后给出了
算例，并和文［1］的结果进行了比较，表明本文方法求解任意四边形薄板大挠度问题是正确而
有效的。

1 公式推导

设任意四边形薄板受分布荷载 q （ x，y） 作用，系统的总势能为：

    Π＝ 12ʃʃR ｛X｝T［D］｛X｝dxdy ＋ Eh2（1－ μ2） ʃʃR ｛（ ∂u∂x ）2 ＋ ∂u∂x （ ∂w∂x ）2
＋2μ∂u∂x ∂v∂y ＋ μ∂u∂x （ ∂w∂y ）2 ＋ μ∂v∂y （ ∂w∂x ）2 ＋ ∂v∂y （ ∂W∂y ）2
＋ （ ∂v∂y ）2 ＋1－ μ2 ［（ ∂u∂y ）2 ＋2∂u∂y ꆤ∂v∂x ＋2∂u∂y ∂w∂x ∂w∂y
＋2∂v∂x ∂w∂x ∂w∂y ＋ （ ∂v∂x ）2］｝dxdy － ʃʃR Wqdxdy （1）
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采用如下位移函数及坐标变换：

      

  W （ x，y ） ＝ J4W *（ ξ，η） ＝ J4∑r

m＝1
｛c｝m［Φ］Zm

   U （ x，y ） ＝ J2U*（ ξ，η） ＝ J2∑r

m＝1
｛a｝m［Φ］Um

   V （ x，y ） ＝ J2V*（ ξ，η） ＝ J2∑r

m＝1
｛b｝m［Φ］V m

（2）

其中 ｛c｝m ［Φ］，｛a｝m ［Φ］，｛b｝m ［Φ］ 均为三次样条基函数的线性组合。则有：
∂w∂x ＝4J2（ ∂y∂η∂J∂ξ－ ∂y∂ξꆤ∂J∂η） W * ＋ J3（ ∂y∂η∂w*

∂ξ － ∂y∂ξ∂w*
∂η） （3）

同理可求出∂w∂y 、 ∂2w∂x2、 ∂2w∂y2、 ∂2w∂x∂y以及∂u∂x、 ∂u∂y、 ∂v∂x、 ∂v∂y，将上述结果代入 （1） 即得到坐标变
换下的总势能表达式：

   ●＝ 12｛C｝T［G］｛C｝＋ Eh2（1－ μ2） ［｛a｝T［G1］｛a｝＋ ｛c｝T［G2］｛c｝
＋ ｛c｝T［G3］｛c｝＋ ｛a｝T［G4］｛b｝＋ ｛b｝T［G5］｛b｝］ － ｛c｝T｛f ｝ （4）

或写成：  ●* ＝ 12｛C｝T［G］｛C｝＋ Eh2（1－ μ2） ［｛a｝T［G1］｛a｝＋ ｛a｝T［G2*］｛c｝

＋ ｛b｝T［G3*］｛c｝＋ ｛a｝T［G4］｛b｝＋ ｛b｝T［G5］｛b｝］ － ｛c｝T｛f ｝ （5）
（4） 、 （5） 式是等效的。

由广义势能原理 ∂●∂｛c｝＝0，∂●*
∂｛a｝＝0，∂●*

∂｛b｝＝0，得：

       ［G］ ＋ Eh1－ μ2（ ［G2］ ＋ ［G3］） ｛c｝＝ ｛f ｝ （6）
       ［G1］｛a｝＋ 12［G*2 ］｛c｝＋ 12［G4］｛b｝＝ ｛0｝ （7）
       ［G5］｛b｝＋ 12［G*3 ］｛c｝＋ 12［G4*］｛a｝＝ ｛0｝ （8）
这就是坐标变换下的任意四边形薄板大挠度问题的三个样条有限点公式。其中刚度阵

的具体形式如下：
        ［G］ ＝ ʃ10ʃ10［B］T［A ］T［D］［A ］［B］J dξdη （9）

     ［A ］ ＝
－ aξξ － aηη － aξη － aξ － aη － ao

－ bξξ － bηη － bξη － bξ － bη － bo
－2cξξ －2cηη －2cξη －2cξ －2cη －2co

（9a）
     ［B］ ＝ ［B］1［B］2……［B］r （9b）

［B］m ＝ ［Φ″］TZm ［Φ］TZ″m ［Φ′］TZ′m ［Φ′］TZm ［Φ］TZ′m ［Φ］TZm
T （9c）

        ［G1］ ＝∫1
0∫1

0［B1］T［A1］T［D1］［A1］［B1］J dξdη （10）

         ［A1］ ＝

∂y∂ηJ － ∂y∂ξ J 2（ ∂J∂ξ∂y∂η－ ∂J∂η∂y∂ξ）
－ ∂x∂ηJ ∂x∂ξJ 2（ ∂J∂η∂x∂ξ－ ∂J∂ξ∂x∂η）

（10a）

          ［B1］ ＝ ［B］1［B］2……［B］r （10b）
       ［B1］m ＝ ［Φ′］TUm ［Φ］TU′m ［Φ］TUm

T （10c）
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        ［G2］ ＝∫1
0∫1

0［B2*］T［A2*］T［D2］［A2］［B2］J dξdη （11）

      ［A2］ ＝

J3 ∂y∂η － J3 ∂y∂ξ 4J2（ ∂y∂η∂J∂ξ－ ∂y∂ξ∂J∂η）
－ J3 ∂x∂η J3 ∂x∂ξ 4J2（ ∂x∂ξ∂J∂η－ ∂x∂η∂J∂ξ）
－ J3 ∂x∂η J3 ∂x∂ξ 4J2（ ∂x∂ξ∂J∂η－ ∂x∂η∂J∂ξ）

（11a）

          ［B2］ ＝ ［B2］1［B2］2……［B2］r （11b）
       ［B2］m ＝ ［Φ′］TZm ［Φ］TZ′m ［Φ］TZm

T （11c）

      ［A *2 ］ ＝
A *211 A *212 ……A *219
A *221 A *222 ……A *229
A *231 A *232 ……A *239

（11d）

A *211 ＝ J4（ ∂y∂η）2，A *212 ＝－ J4 ∂y∂η∂y∂ξ……

        ［B*2 ］ ＝ ［B*2 ］1 ［B*2 ］2 ……［B*2 ］r （11e）
     ［B*2 ］m ＝ ∑r

i＝1
（ ［Φ′］ui｛a｝i［Φ′］） TZm （ ［Φ′］ui｛a｝i［Φ］） TZ′m

            ……（ ［Φ］ui｛a｝i［Φ］） TZm
T （11f ）

        ［G2*］ ＝∫1
0∫1

0［B2**］T［A2*］T［D2］［A2］［B2］J dξdη （12）
          ［B2**］ ＝ ［B2**］1［B2**］2……［B2**］r （12a）

［B2**］m 同 ［B2*］m 只是将其中的 Zm 变成 U m，U i变成 Zi，｛a｝i变成 ｛c｝i。

        ［G3］ ＝∫1
0∫1

0［B3*］T［A3*］T［D2］［A3］［B2］J dξdη （13）

      ［A3］ ＝

－ J3 ∂x∂η J3 ∂x∂ξ 4J2（ ∂x∂ξ∂J∂η－ ∂x∂ξ∂J∂η）
J3 ∂y∂η － J3 ∂y∂ξ 4J2（ ∂y∂η∂J∂ξ－ ∂y∂ξ∂J∂η）

－ J3 ∂x∂η J3 ∂x∂ξ 4J2（ ∂x∂ξ∂J∂η－ ∂x∂ξ∂J∂η）
（13a）

      ［A *3 ］ ＝
A *311 A *312 ……A *319
A *321 A *322 ……A *329
A *331 A *332 ……A *339

（13b）

A *311 ＝ J4（ ∂x∂η）2，A *312 ＝－ J4 ∂x∂ξ∂x∂η，……

        ［B*3 ］ ＝ ［B*3 ］1 ［B*3 ］2 ……［B*3 ］r （13c）
     ［B*3 ］m ＝ ∑r

i＝1
（ ［Φ′］v i｛b｝i［Φ′］） TZ′m （ ［Φ′］v i｛b｝i［Φ］） ′Z′m

            ……（ ［Φ］v i｛b｝i［Φ］） TZm
T （13d ）

        ［G3*］ ＝∫1
0∫1

0［B3**］T［A3*］T［D2］［A3］［B2］J dξdη （14）
          ［B3**］ ＝ ［B3**］1［B3**］2……［B3**］r （14a）
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     ［B**3 ］m ＝ ∑r

i＝1
（ ［Φ′］Zi｛c｝i［Φ′］） TV m （ ［Φ］Z′i｛C｝i［Φ′］） TV m

            ……（ ［Φ］Zi｛c｝i［Φ］） TV m
T （14b）

        ［G4］ ＝∫1
0∫1

0［B1］T［A1］T［D3］［A5］［B5］J dξdη （15）
          ［B5］ ＝ ［B5］1［B5］2……［B5］r （15a）

     ［B5］m ＝ ［Φ′］TV m［Φ］TV′m［Φ］TV m
′ （15b）

      ［A5］ ＝
－ ∂x∂ηJ ∂x∂ξJ 2（ ∂x∂ξ∂J∂η－ ∂x∂η∂J∂ξ）
∂y∂ηJ － ∂y∂ξJ 2（ ∂y∂η∂J∂ξ－ ∂y∂ξ∂J∂η）

（15c）

        ［G4*］ ＝∫1
0∫1

0［B5］T［A5］T［D3］［A1］［B1］J dξdη （16）
        ［G5］ ＝∫1

0∫1
0［B5］T［A5］T［D1］［A5］［B5］J dξdη （17）

外荷截｛f ｝＝∫1
0∫1

0q［N ］TJ5dξdη （18）
以上各式中 ［J］ 为 Jacobi矩阵，J＝det ［J］，

          ［J ］ ＝

∂x∂ξ   ∂y∂ξ
∂x∂η   ∂y∂η

（19）

［D］ 为板的弯曲刚度；

 ［D1］ ＝
1 0
0 1－ μ2

，［D2］ ＝

1 0 0
0 μ 0
0 0 1－ μ2

，［D3］ ＝
2μ 0
0 1－ μ

（20）

     ［N ］ ＝ ［Φ］Z1 ［Φ］Z2 …… ［Φ］Zr （21）
     ｛X ｝＝ － ∂2w∂x2  － ∂2w∂y2  － ∂2w∂x∂y

T
＝ ［A ］［B］｛C｝ （22）

2 试函数的选择及方程的求解

2.1试函数的选择
Zm 的选择取梁的振型函数，例如，若板对边简支，则取 Zm＝sin mπb y，而 U m 与 Vm 的

选择往往取决于荷载分布情况以及板的几何形状，如对边简支可取 U m＝sin mπb y，Vm＝cos
mπb y，若对边固定，荷载又对称，可取 U m＝sin mπb y，Vm＝cos （ m＋1） πb y。

2.2方程的求解
方程 （6） （7） （8） 中的 ［G2］ ［G2*］ 等是随位移改变的，因此本文使用迭代的方法，

逐次逼近精确解，具体实施如下：
（ a） 不考虑非线性项的影响，（7） （8） 式变为：
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［G1］｛a｝＋ 12［G4］｛b｝＝ ｛0｝     ［G5］｛b｝＋ 12［G4］｛a｝＝ ｛0｝

  由此解出 ｛a｝＝ ｛b｝＝ ｛0｝；
（ b）  ｛a｝｛b｝隐含在 ［G2］ ［G3］ 中，将 ｛a｝｛b｝值代入 （6） 式即可求出 ｛c｝；
（ c）  ｛a｝｛c｝值代入 （8） 式求得；

    ｛b｝＝－ 12［G5］－1［G4*］｛a｝－ 12［G5］－1［G3*］｛c｝ （23）
（ d）  将 （23） 式代入 （7） 式得：

  ［G1］ － 14［G4］［G5］－1［G4*］ ｛a｝＝ 12 12［G4］［G5］－1［G3*］ － ［G2*］ ｛c｝ （24）
由此解出 ｛a｝。
逐次循环上述 （ b） （ c） （ d） 过程，直到 ｛c｝满足要求的精度为止。

图1 梯形薄板

3 计算实例

设有图1所示的梯形薄板，受均布荷载 q作用。图2给出了
四种边界条件下五种不同几何尺寸时中心挠度的计算结果，其
中 （ a） 为四边简支，（ b） 为四边固定，（ c） 为对边简支对边固
定，（ d） 为三边固定一边自由，几何尺寸为①H＝b＝a，②H＝a，
b＝1．5a，③H＝a，b＝2a，④H＝2a，b＝2a，⑤H＝2a，b＝
3a，图3给出了四边固定梯形板在均布荷载作用下的中心挠度计算
结果，并与文献［1］作了比较，图中Ⅰ为本文解，Ⅱ为文献［1］解。几何尺寸为 b＝2a，H＝a。

图2 均布荷载作用下梯形薄板的中心挠度
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图3 四边固定梯形板中心
 挠度计算结果比较

4 结果分析及结论

从上面的图形分析可知，曲线无交叉，当梯形板的几何
尺寸增大时，中心挠度也随之增大，特别是当高度增大时，
挠度增大更为明显，另外从图3可以看出，本文的计算结果
与文献［1］的结果是基本吻合的。

因此本文采用坐标变换的方法计算任意四边形薄板的

大挠度问题，计算过程简单，方法正确合理，边界条件易于
处理，具有较强的通用性。
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Spline Finite Point Method for Heavy
Deflection Problems of Quadrilateral Plates

Zhu Quanzhi
（ Zhengz hou Coal Geological College）
Wang Wei    Miao T ongchen

（ Zhengz hou University of T echnology ）

Abstract T his paper studied the heavy deflection problems of quadrilateral plates by
the spline finite point method under coordinate transform，provided the calculating exam-
ples to prove the validity and the good generalpurpose of the method．

Keywords quadrilateral plates；heavy deflection；spline finite point method．
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