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摘 要 本文建立了多元复合函数的二阶偏导数公式。
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使用 Jacobi矩阵能够给出多元复合函数的一阶偏导数公式［1］。但是长期以来，对于多元
复合函数的高阶偏导数，却只有运算法则，没有计算公式。本文以具有两个中间变元的复合
函数为例，建立了多元复合函数的二阶偏导数公式。从而，使繁冗且易错的运算可以规范化
地进行。

1 一阶偏导数的各种表示式
设函数 z＝f （ u，v ） ∈C2，其中 u＝u （ x，y ） ∈C2，v＝v （ x，y ） ∈C2。构造函数矩

阵 （行向量） ［2］：
A ＝ 〔f ′u，f ′v〕；B x ＝ 〔u′x，v′x〕；B y ＝ 〔u′y，v′y〕；

则成立一阶偏导数公式

∂z∂x ＝ f ′uu′x ＋ f ′vv′x ＝ A BT
x ＝ A ꆤB x （ 1）

∂z∂y ＝ f ′uu′y ＋ f ′vv′y ＝ A BT
y ＝ A ꆤB y （ 2）

其中 A T 是 A 的转置，A ꆤB x 是 A 与 B x 的内积。

定义 称 F
Δ f ″uu f ″uv

f ″uv f ″vv
为 A 关于 u、 v 的导数矩阵。

2 定理
定理一 矩阵 A 关于 x （或 y ） 的偏导数等于矩阵 B x （或 B y ） 左乘 A 关于 u、 v 的导

数矩阵 F。

证明 ∂A∂x ＝ 〔 ∂∂x f ′u，∂A∂x f ′v〕 ＝ 〔u′x，v′x〕
f ″uu f ″uv
f ″uv f ″vv

＝ B xF （ 3）
同理可得∂A∂y ＝B yF （ 4）

定理二 设矩阵 G＝ 〔φ（ x 、 y ） ．● （ x 、 y ） 〕 ∈C′，则
∂∂x （ A GT ） ＝ B xFGT ＋ A ∂∂x GT （ 5）
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∂∂y （ A GT ） ＝ B yFGT ＋ A ∂∂yGT （ 6）
  证明 由式 （ 1） 及内积求导公式［2］，并利用式 （ 3） ，有

∂∂x （ A GT ） ＝ ∂∂x A ꆤG ＝ ∂A∂x ꆤG ＋ A ꆤ∂G∂x
＝ B xFGT ＋ A ∂∂x GT

同理可得 （ 6） 式。

3 复合函数的二阶偏导数公式
取 G＝B x 或 G＝B y，将其分别代入式 （ 5） 、 （ 6） 整理后就有：

∂2Z∂x2＝ 〔u′x，v′x〕
f ″uu f ″uv
f ″uv f ″vv

u′x
v′x

＋ 〔f ′u．f ′v〕
u″xx
v″xx

； （ 7）
∂2Z∂y2＝ 〔u′y，v′y〕

f ″uu f ″uv
f ″uv f ″vv

u′y
v′y

＋ 〔f ′u．f ′v〕
u″yy
v″yy

； （ 8）
∂2Z∂x∂y ＝ 〔u′y，v′y〕

f ″uu f ″uv
f ″uv f ″vv

u′x
v′x

＋ 〔f ′u．f ′v〕
u″xy
v″xy

； （ 9）
特别地，当 u＝u （ x ） ，v＝v （ x ） 时，有

d2Z
dx2＝ 〔u′，v′〕

f ″uu f ″uv
f ″uv f ″vv

u′
v′

＋ 〔f ′u．f ′v〕
u″
v″

。 （ 10）
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Abstract  In this paper，the formula of partial derivative of second order on com-
pound function of many varables is established．
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