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模具用金属颗粒／树脂复合材料弹性模量
的随机边界元计算

张 恒  张 力  王相乾
（洛阳工学院复合材料研究所，471039）

摘 要 提出一种把弹性静力学多区域组合边界元和数理统计理论相结合的方法，用于计算模
具用金属颗料／树脂复合材料的宏观弹性模量。 实测结果和计算结果吻合较好。
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0 引言

用金属铝或铁颗粒增强环氧树脂或酚醛树脂以代替金属材料来制造吹塑、注塑、压制模
塑和传递模塑等塑料模具可以大大地降低模具成本，缩短模具制造周期并减轻模具重量〔1〕。
相对于金属材料，颗粒增强树脂复合材料在模具工作温度下的弹性模量要低得多，因而在工
作压力下可能产生较大的变形。这将直接影响塑件的产品质量。因此，较准确地预测各种混
合比的颗粒复合材料在不同工作温度下的弹性模量，对于把颗粒增强树脂复合材料用于塑
料模具制造有重要的意义。

关于颗料复合材料弹性模量的细观力学计算，已有不少的研究者提出各种模型，像并联
模型、串联模型、分散模型、Hirsch 模型、Counto 模型以及 Hashin 模型〔2〕等等。 但这些模型
都未能涉及颗粒在基体的三维空间中随机分布的几何特征，因而其计算结果和实际情况有
较大的偏差，本文提出一种把弹性静力学多区域组合边界单元法和数理统计理论相结合的
方法，用于计算颗粒增强树脂复合材料的高温弹性模量。针对球状铝颗料增强环氧树脂制造
的注塑模具，用实验方法测定了模具材料的高温弹性模量。实验结果和数值计算结果吻合较
好，证实了方法的可行性。

1 多区域组合边界元法及其凝聚技术

无体力弹性力学边值问题的边界积分方程可写成〔3〕

［Ci］｛U i｝－∫r
［P*］｛U｝dr ＝∫r

［U*］｛p ｝dr （1）
式中｛U ｝和｛p｝分别为区域边界 r 上的位移分量和面力分量列阵，［U *］和［P*］分别为
Kelvin 基本解的位移和面力分量组成的3×3阶方阵。 把区域边界划分成有限个单元，把
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（1）式在边界上离散，然后依次取各边界节点为基本解中的源点，可以得到问题的系统矩阵
方程

［H ］｛U｝＝ ［G］｛P｝ （2）
式中｛U ｝和｛P｝分别为节点位移和节点面力分量组成的列阵，［H］和［G］为相应的系数矩阵。

图1 带有 M 个包含物的区域●

设某三维区域Ω由一连续相（弹性基体）和 M 个弹性
异相包含物（颗粒）组成（见图1） 。 把Ω划分为 M ＋1个子
域，基体编号为0，各包含物依次为1，2，…，M 。把所有子区
域的边界离散。 对于每个子区域，可以写出一个形如（2）的
方程，依次排列如下：

［H00H00H10H20…H M
0］［U00U00U01U02…H0M］T ＝

［G00G00G10G20…GM
0］［P00P00P01P02…P0M］T ＝

［H01］｛U10｝＝ ［G01］｛［P10｝
［H02］｛U20｝＝ ［G02］｛［P20｝

…     
［H0M］｛UM

0｝＝ ［G0M］｛［PM
0｝                    （3）

式中 HK1和 GK1（ K，1＝0～M ）分别表示第 K 个子域的系数矩阵［H］和［G］中和第1个
子域邻接的公共界面相对应的子矩阵；H00和 G00分别表示0号子域的系数矩阵［H］和［G］
中对应外围边界上已知节点位移和节点面力的子矩阵，而 H00和 G00则分别表示和未知的
节点位移和面力相对应的子矩阵；U K1和 PK1（ K，1＝0～M ）分别表示第 K 个子区域的系统
矩阵方程中和第1个子区域邻接的公共界面上的节点位移和节点面力子矩阵。

在所有子域的公共界面上，有
UK

1 ＝ U1K   （ K ，1＝0～ M ）
P K

1 ＝ P1K   （ K ，1＝0～ M ） （4）
  代入（3）式，得到问题的总体系统矩阵方程

Goo HOO ｜ H1O －G1O H2O －G2O …HM O －GM O

－ － － － － － － －
O O ｜ HO1 GO1 O O …O O O
O O ｜ O O HO2 GO2 …O O
O O ｜ O O O O …O O
· · ｜ · · · · · ·
· · ｜ · · · · · ·
· · ｜ · · · · · ·
O O ｜ O O O O O O
O O ｜ O O O O …HO2 GOM

POO

 
U OO

U O1

PO1

·
·
·

U OM

POM

＝

HOOU OO＋GOOPOO

O
O
O
·
·
·
O
O

（5）

上式可简写成

［A ］｛X ｝＝ ｛F｝ （6）
求解方程（6） ，即可得到所有边界上的节点位移和节点面力。

实际上，我们只对0号子域外围边界上的节点位移 U00感兴趣。 按（5）式虚线所示划分
部分矩阵，则（6）式中的［A］阵可写成
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［A ］ ＝
A11A12
A21A22

（7）
式中 A11＝［G00H00］。 设

［B］ ＝ ［A ］－1 ＝
B11B12
B21B22

（8）
式中B11B22的阶次与A11A22相同。显然，要求U00只需计算出式（8）中的子矩阵B11B12即可。利
用 A21零矩阵，可导出

B11 ＝ A11－1 ＋ W R－1P （9）
B12＝－WR－1

式中

W ＝ A11－1A22
P ＝ A21A11－1

R ＝ A22 － PA12
（10）

一般情况下，利用式（9）和（10）求解 U00比直接求解方程（6）可以节省很多计算时间。

2 颗粒复合材料弹性模量算例

图2 典型单元

  设想由100／200目球状铝颗粒增强环氧树脂材料中截取
一个立方体代表体积单元。 单元内含有3具球状铝基包含物，
铝球体积和环氧树脂体积之比等于颗粒复合材料中铝粉和环

氧树脂的体积混合比。 设代表性体积单元在顶面受均布载荷
Q 作用，在四个侧面受到位移约束（见图2） 。 金属铝弹性模量
随温度的变化规律可采用文献〔4〕，由实验得到的经验公式

 Ef＝6934．50＋4．38047×10－2T2－5．515703×10－4T3

＋8．21482×10－7T4 （11）
双酚 A 型环氧树脂在使用 M PD 固化剂时得到的固化物

热变型温度为155℃，远高于模具的最高工作温度（90℃） 。 由
文献［5］，取其弹性模量为 Em＝3200M Pa，并把固化物近拟地
看成线弹性体。

把代表体积单元划分为4个子域，并把所有的边界离散化。 为缩短计算时间，采用三角
形常数单元。 共划分144个单元（见图3）采用“2”中所给出的方法，可求得代表性体积单元
顶面上的平均位移。 根据所加载荷和单元的尺寸，即可计算出材料的宏观弹性模理 E。

在给定混合体积比的条件下，计算结果随代表性体积单元中铝球的相对位置而变化，是
一个随机变量。 用计算机随机地给出铝球在代表性体积单元中的相对位置50次，并自动划
分单元网格，重复上述计算过程，我们得到材料弹性模量 E 的50个计算值。 整理计算结果，
做出直方图并描出计算频率曲线（图4） 。 用韦布尔频率函数〔6〕
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图3 边界元网格

图4 威布尔分布函数

F （ E ） ＝ b
E a － E o

E － E o

E a － E o

b－1
ex p － E － E o

E a － E o

b （12）
拟合计算频率曲线，可确定函数中的待定参数 Eo、Ea 和 b，则韦布尔变量的数字期望可表达
为〔6〕

E c ＝∫∞

E o

Eb
E a － E o

E － E o

E a － E o

b－1
ex p － E － E o

E a － E o

b
dE （13）

利用变量代换，可求得上式中的积分，则
E c ＝ E o ＋ （ E a － E o） r （1＋ b） （14）

式中 r 为 r 函数。 由（14）式计算出的结果即可做为铝粉增强环氧树脂复合材料在模具工作
温度下的弹性模量。 韦布尔变量的方差为

σ2 ＝ （ E a － E0）2｛r （1＋ 2
b － r2（1＋ 1

b ） ｝ （15）
σ2可做为计算结果分散性的度量，一般说来，在代表性体积单元中取较多的球状铝颗粒，可
得到较小的方差值。

3 实验

按照 IS0604热固性塑料实验标准〔5〕，采用与算例相同的体积比制成12个园柱形压缩
试件。利用自制温控电热圈产生注塑工况条件下模具温度。由高温电阻丝片量测应变，压力
传感器量测载荷，X－Y 函数记录仪描出载荷变形曲线，则材料的弹性模量可按下式计算

E ＝ △σ△ε （16）
式中△σ为应力增量，△ε为应变增量。

对于100／200目铝粉以50％体积比与环氧树脂混合，固化所得到的颗料复合材料，取
注射尼龙1010时的模具温度 T ＝80℃〔7〕。 由本文的数值计算方法预测其弹性模量为 Ec＝
10600M Pa。

4 结论和讨论

本文提出的颗粒复合材料弹性模量的数值计算方法利有了边界元法数据输入简单、便

56   郑 州 工 业 大 学 学 报          1997年



入实现自动划分网格、计算时间短等优点，可以考虑颗料复合材料细观，结构的三维随机分
布特征。 对于球状铝颗粒增强环氧树脂复合材料，计算结果和实验结果较符合，说明该方法
是可行的。现有的计算偏差可能来自两个方面：重复计算的次数太少及所取工作温度太高以
致环氧树脂基体不再保持线弹性。前者可通过方差值来检查，一般重复次数应大于50。如果
在代表性体积单元中取较多的包含物，则可减少重复计算的次数。第二方面的偏差需考虑聚
合物基体的粘弹性来解决，这有待于进一步的研究。
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Boundary Element Calculation of the Macro Elastic Modulus of
Metal Grain／Polymer Composite

Zhang Heng  Zhang Li Wang Xiangqian
（ L uoyang Institute of T echnology ）

Abstract A method combining the boundary element technique used in elasto-static
problems of multiple regions and statistics is proposed in this paper for the calculation of
the macro elastic modulus of metal grain／polymer composite．T he computed result is
found in good coincidence w ith the tested result．

Keywords Composite M aterials；elastic modulus；mold
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