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非线性常微分方程的迭代算法
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（上海大学�上海市应用数学和力学研究所�上海200072）
摘　要：提出了求解非线性微分方程的一种变分迭代算法�这种方法不受小参数的影响．对于线性方
程�应用该方法只需迭代一次即可得到其精确解；而对于非线性方程�由于拉氏乘子只能近似识别�因此
只能通过不断迭代才能得到问题的一致有效的近似解．
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0　引言
本文将研究非线性方程初值问题

u′＋f （t �u �ε） ＝0�
u（0） ＝ C（ε） ． ul（1）

式中：C 为已知常数�对于小参数ε�可应用传统
的摄动方法求解�但一般很难得到对于0＜ε＜∞
内一直有效的近似解．

作者在广义拉氏乘子法［ 1］ 的基础上提出了
一种新的迭算法———变分迭代算法（ Variational

Iteration Met hod） ［ 2～5］ �本文将应用这种方法来求
解问题（1） ．
1　变分迭代算法

设 u n 为问题（1）的第 n 次近似解�显然这时
u n′＋f（t �u n�ε） ≠0� （2）

用下式来校正其近似值：
u n＋1（ t） ＝ u n（ t） ＋

∫t

0λ
d u n（τ）dτ ＋f ［ τ�u n（τ） �εve］ dτ． （3）

上式右边第2项为校正项（Correction）�称上式为
校正泛函（Correction Functional） ；u0为问题的初
值�可含待定常数；λ为广义拉氏乘子．寻求这样
的拉氏乘子�使 u n＋1比 u n 具有更高的精度．设

u n ＝uex ＋δu n� （4）
式中：uex 为问题的精确解；δu n 为一小量�把式

（4）代入式（3）得
u n＋1（ t） ＝ uex ＋δu n ＋

∫t

0λ
d（ uex ＋δu n）dτ ＋f ［ τ�（ uex ＋δu n） �ε］ dτ�

（5）
把 f 展开：

f ［ τ�（ uex ＋δu n） �ε］ ＝ f （ τ�uex�ε） ＋
∂f （τ�uex�ε）∂u δu n ＋O（δu n）2� （6）

把式（6）代入式（5） �并分部积分可得
u n＋1（ t） ＝ uex ＋δu n ＋λ|τ＝tδu n ＋

∫t

0 —
dλ（τ）dτ ＋∂f （τ�uex�ε）∂u λia δu ndτ＋

O（δu n）2． （7）
如果令

—dλdτ＋
∂f （τuex�ε）∂u λ＝0�

1＋λ|τ＝t ＝0．
（8）

则由式（7）可得
u n＋1＝uex ＋O（δu n）2． （9）

比较式（9）和式（4） �可以看出 u n＋1比 u n 具有更
高的精度．为了方便地识别拉氏乘子�式（8）可近
似写成

—dλdτ＋
∂f （τ�u n�ε）∂u λ＝0�

1＋λ|τ＝t ＝0r ．
（10）

其实式（10）可用变分的概念直接得到�令校正泛
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函（3）取驻值�注意到δu n（0）＝0�可得
δu n＋1（ t） ＝δu n（ t） ＋

δ∫t

0λ
d u n（τ）dτ ＋f ［ τ�u n（τ） �ε］性 常微dτ＝

δu n（ t） ＋λ|τ＝tδu n ＋

∫t

0 —λ′＋
∂f∂uλ 于拉δu n（τ）dτ＝0． （11）

　　由式（11）即可得驻值条件式（10） ．由式（10）
即可识别拉氏乘子�把识别了的拉氏乘子代入校
正泛函式（3） �即得所需的迭代公式．
2　几个例子

对于线性问题�应用变分迭代算法只需迭代
一次即可得到精确解�如

d ud t ＋u —exp（—t） ＝0�
u（0） ＝1�

（12）
其校正泛函可表示为

u n＋1（ t） ＝ u n（ t） ＋

∫t

0λ
d u n（τ）dτ ＋u n（τ） —exp（—τ）近似 dτ．（13）

令上述校正泛函取驻值�得以下驻值条件

—dλdτ＋λ＝0�
1＋λ|τ＝t ＝0） �

（14）
即可识别拉氏乘子：

λ＝—exp（τ—t） （15）
于是可得以下迭代公式

u n＋1（ t） ＝ u n（ t） —

∫t

0exp（τ—t） d u n（τ）dτ ＋u n（τ） —exp（—τ）的拉 dτ．
（16）

选齐次方程的解作为初始近似：
u0（ t） ＝exp（—t） � （17）

应用变分迭代公式（16） �可得
u1（ t） ＝exp（—t） —

∫t

0exp（τ—t） —exp（—τ） ＝dτ＝
exp（—t） ＋∫t

0exp（—t）dτ＝
exp（—t） ＋τexp（—t） |t0＝

exp（—t） ＋texp（—t） ． （18）
这就是精确解．

由于拉氏乘子近似识别�所以只有通过迭代
的方法才能逼近非线性问题的真解．
例2

y′＋2t y2＝0�
y（0） ＝1� （19）

其校正泛函可表示为

yn＋1（ t） ＝ yn（ t） ＋∫t

0λ yn′（τ） ＋2τy2n分 可u dτ． （20）
令上述校正泛函取驻值�可得以下驻值条件

—λ′（τ） ＋4τy n（τ）λ（τ） ＝0�
1＋λ（τ）|τ＝t ＝0� （21）

于是可识别拉氏乘子得

λ＝—exp∫τ

t
4xy n（ x）dδ x （22）

选初始近似为

y0（ t） ＝1� （23）
于是可得

λ＝—exp∫τ

t
4xd x ＝ �＝

—exp 2（τ2—t2）则由 ） ． （24）
再代入式（20）得一阶近似
y1（ t） ＝1—∫t

0exp 2（τ2—t2） 2τ精度 dτ＝
1—12［ 1—exp（—2t2）］ � （25）

而其精确解为

yex（ t） ＝ 1
1＋t2． （26）

把式（25）展开
y1（ t） ＝1—t2＋t4＋O（t6） ． （27）

可见一阶近似已具有相当精度．
有时为了识别拉氏乘子的方便�可以应用变

分理论［ 6�7］ 中的限制变分的概念�把校正泛函式
（20）重写成
y n＋1（ t） ＝ y n（ t） ＋∫t

0λ y n′（τ） ＋2τ〜y2
ne l dτ．
（28）

式中〜y n 为限制变分量［ 6］ �即δ〜y n＝0�这样其驻值
条件变成

—λ′（τ） ＝0�
1＋λ（τ）|τ＝t ＝0� （29）

于是可以方便地识别拉氏乘子：λ＝－1�从而可
得以下迭代公式

y n＋1（ t） ＝ y n（ t） —∫t

0 y n′（τ） ＋2τy2
n（τh ） dτ．

（30）
选其初值作为其初始近似 y0（ t）＝1�由式（30）可
连续得到

y1（ t） ＝1—∫t

0 2τ要 的特 dτ＝1—t2�
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y2（ t） ＝1—t2—∫t

0 —2τ＋2τ（1—
τ2）2（τ） dτ＝1—t2＋t4—13t6�

当 n→∞时�近似解趋向于真解：
li m
n→∞y n（ t） ＝

1
1＋t2． （31）

例3
y′—2y —y2＝0�
y（0） ＝—2＋5ε．τ （32）

其校正泛函可表示为

y n＋1（ t） ＝ y n（ t） ＋

∫t

0λ y n′（τ） —2y n（τ） —y2
n（τ（ ） dτ．（33）

令上述校正泛函取驻值�可得以下驻值条件
—λ′（τ） —（2＋2y n）λ（τ） ＝0�
1＋λ（τ）|τ＝t ＝0n ． （34）

通过上式可以识别拉氏乘子�选初始近似为
y0（ t） ＝—2＋5ε� （35）

代入式（34） �即可识别拉氏乘子
λ＝—exp （2—10ε）（τ—t� ）

1

（36）
把识别的拉氏乘子代入式（33） �可得以下一阶近
似

y1（ t） ＝—2＋5ε—∫t

0exp （2—10ε）（τ—t）u �n ×

—2（—2＋5ε） —（—2＋5ε）u 2

n

dτ＝
—2＋5ε—10ε—25ε22—10ε ×

［ 1—exp —（2—10ε）t0

t

］ ． （37）
如用摄动法［ 8］ 可得到以下结果：

y（t） ＝—2＋5εexp（—2t） ＋O（ε2） （38）
式（38）只对小的ε才有效�而式（37）却没有这个
限制！

3　一般情形
对于一般情形�设

L（ t �u �ε） ＋N（t �u �ε） ＝0 （39）
其中：L 为线性微分算子；N 为非线性项．

其校正泛函可表示为

u n＋1（ t） ＝ u n（ t） ＋∫t

0λ L［ τ�u n（τ） �ε］＋
N［ τ�u n（τ） �ε］ ）dτ． （40）

在识别拉氏乘子时�非线性项可看成是限制变分
量�也可以把它“ 线性化” ．这里举一单摆运动方程
为例

θ″＋ω2sinθ＝0�
θ（0） ＝α�
θ′（0） ＝0�

（41）

其校正泛函可表示为

θn＋1（ t） ＝θn（ t） ＋

∫t

0λ
d2θn（τ）
dτ2 ω2sinθn（τ）

＝

dτ� （42）
把非线性项“ 线性化”

sinθ＝θ＋O（θ3） � （43）
于是式（42）可写成

θn＋1（ t） ＝θn（ t） ＋

∫t

0λ
d2θn（τ）

dτ2 ＋ω2θn（τ） ＋O（θn）2再 代 dτ．
（44）

令上述校正泛函取驻值可得以下驻值条件：
λ″（τ） ＋ω2λ（τ） ＝0�
λ（τ）|τ＝t ＝0�
1—λ′（τ）|τ＝t ＝0�e

（45）

于是可识别拉氏乘子得

λ＝1
ωsinω（τ—t） � （46）

从而可得以下迭代公式

θn＋1（ t） ＝θn（ t） ＋1
ω∫t

0sinω（τ—t） ×
d2θn（τ）

dτ2 ＋ω2sinθn（τy ） dτ． （47）
设初始近似为

θ0（ t） ＝αcosαωt � （48）
应用变分迭代公式（47） �可得

θ1（ t） ≅ θ0（ t） ＋1
ω∫t

0sinω（τ—t） ×
α（—α2ω2＋ω2） cosαωτ—ω2α3

6 cos3αωτ 而可

下迭 以

dτ＝
θ0（ t） ＋1

ω∫t

0sinω（τ—t） ×
αω2（α2＋1—α2

8） cosαωτ—ω2α3
24 cos3αωτ1 ）∫ dτ．

（49）
式中：α是待定常数�它可用变分直接方法如最小
二乘法、配置法或Galerkin 法来确定．为使上述方
程更简便�把cosαωτ的系数置零：

—α2＋1—α2
8＝0． （50）

于是由式（49）可得
θ1（ t） ＝αcosαωt —
α3

24（9α2—1）（cos3αt —cosωt） ． （51）
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式中�α＝ 1－α2／8
而通过摄动法得到的结果为［ 8］ ：
θ（t） ＝αcos（（1—α2）／16） ωt ． （52）

很显然式（51）比式（52）具有更高的精度．
4　结论

初步给出了求解非线性方程的一种变分迭代

算法．这种方法可以方便地推广到求解非线性偏
微分方程．
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ear proble ms �due to approxi mate identification for multiplier �t heir unifor m approxi mations can be readily
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