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分解法求解非线性阻尼振动

刘保良

（郑州工业大学数理力学系�河南 郑州450002）
摘　要：介绍一种目前在国际上较活跃的求解非线性复杂问题的方法－－－分解法�并将此法应用于非
线性阻尼振动�求出了振动方程的解析解�据此�给出了非线性阻尼振动规律及位移与速度的关系．该方
法有很大的普遍性�特别是对于复杂问题的定量计算�有一定的应用和发展前景．
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1　分解法概述
在非线性力学中�经常遇到非线性系统及参

数中的随机性两方面的难题�通常是不得不把非
线性系统进行数学上简化及物理上的限制�诸如
线性化、微扰、白噪声、准色性等等假设�采用链截
断、封闭等处理步骤．分解法则不必有上述假设和
近似条件�它能够处理微分方程中具有随机过程
的系数以及初值条件中的随机性�以及输入的随
机性和强迫情形�并且不必做大量的计算机计算�
最后得到的是解析解�但不必是封闭形式的解．

一般的动力学方程可以表示为

Fu ＝ g（t） ． （1）
式中：F 代表非线性算符�它可分解为线性和非
线性部分�即 F＝L＋R＋N；L 代表方程中最高
阶求导的线性可逆算子；R 为其余的线性算子；
N 代表非线性部分；g（t）代表方程的非齐次部分
或随机过程．

于是�方程可写成
Lu ＋Ru ＋Nu ＝ g（t） �

假设存在逆算符 L －1�则方程
Lu ＝ g（t） －Ru －Nu �

用 L －1作用两边�得等式
u ＝ L －1g（ t） － L －1Ru －L －1Nu ． （2）

对于初值问题�则 L －1表示积分算符从0到 t 的

积分�若 L＝dγ

d t γ�则 L －1为γ重积分算符．

美国数学物理学家G．Adomian 提出的逆算

方法�除了上述算符分解求逆之外�必须把方程
的解分解为无穷个分量之和［1］ �即

u ＝∑∞
n＝0

u n ．

并且关键性的一步是把方程中的非线性函数 Nu
用下列Adomian 多项式来等价：

Nu ＝∑∞
n＝0

A n ．

这就是说如何产生 Adomian 多项式是分解法的
一个重要技术．为方便分组�引进一参数λ�使级
数参数化

u ＝∑∞
n＝0

u nλn �　Nu ＝∑∞
n＝0

A nλn ． （3）
方程（2）可写成

u ＝ L －1g －λL －1Ru －λL －1Nu ． （4）
将式（3）代入式（4） �比较λ的相同幂次项得

u0＝ Ψ0＋L －1g �
u1＝－L －1Ru0－L －1A0�
u n ＝－L －1Ru n－1－L －1A n－1． （5）

其中�Ψ0满足 L Ψ0＝0及初值条件．由此可见�
根据初值条件�u0就不难求出�则 u1�u2等从式
（5）可以依次类推出链�这样就得到了非线性方程
（1）的逼近解

φ＝ u0＋u1＋u2＋…＋u n ． （6）
只要 n 足够大�φ－u →0�即逆算符方法是收敛
的�这已由Cherruanlt 等人所证明［2］ ．下面是关
于Adomian 多项式的如何确定．现有文献中已提
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供几种方法［3］ �在这里只介绍一种较直观的方
法．使我们能了解到具体的过程�对于非线性函
数为幂次多项式 Nu＝u m 时�可以方便地写成参
数化表示

Nu ＝ u m ＝∑∞
n＝0

λnA n ．

用文献［3］ 的方法�可得
A0＝ u0m�
A1＝ m（ u1／u0） A0＝ mu0m－1u1�
2A2＝（ m －1）（ u1／u0） A1＋2m（ u2／u0） A0＝

m（ m －1） u0m－2u12＋2mu2u0m－1�
……

nA n ＝［ m －（ n －1）］ （ u1／u0） A n－1＋
［2m －（ n －2）］ （ u2／u0） A n－2＋
［3m －（ n －3）］ （ u3／u0） A n－3＋
…＋nm（ u n／u0） A0 （7）

2　非线性阻尼方程的解
在振子的振动过程中�常常受到阻力的作用�

阻力的方向总与速度方向相反�其大小也与速度
有关�并且呈复杂的非线性关系�在一定条件下
（如低雷诺数下的流体阻力） f ＝－kv �这样的阻
尼在《大学物理》中都作过详细的讨论．若阻力是

速率高阶函数 f ＝－β2v2�其中β为阻尼常数�
则得非线性阻尼运动方程

ẍ ＋ β2ẋ2＋w02x ＝0． （8）
　　为方便计算将方程降阶�令 ẋ ＝y 得方程

ẋ ＝ y �

ẏ ＝－ β2y2－w02x ． 和

（9）

上式中第二个方程中的非线性项 y2为幂函数�由
式（7）可求出 Ny＝y2�即 m＝2时的Adomian 多
项式

A0＝y02�
A1＝2y1y0�
A2＝2y2y0＋y12�
A3＝2y3y0＋2y2y1�
A4＝2y4y0＋2y3y1＋y22�
…… （10）

取 L＝dd t �则 L －1即为积分算符�再由式（5）可依
次求出 x �y 的逼近解φ1�φ2

φ1＝∑
n
x nt n �φ2＝∑

n
y nt n ．

这是个耗散的非线性振动系统�它对初值窟有很
高的敏感性�在这里采取 x0＝0．04�y0＝0．6�w0
＝10及β＝2的无量纲处理�得6阶解析解�而在
实际应用时可得到更高阶解析解．

x1＝y0�　y1＝－（ w0x0＋y02） ；
x2＝y1／2�y2＝－（ w0x1＋2y1y0）／2；
x3＝y2／3�y3＝－（ w0x2＋2y2y0＋y12）／3；
x4＝y3／4�y4＝－（ w0x3＋2y3y0＋2y2y1）／4；
x5＝y4／5�
y5＝－（ w0x4＋2y4y0＋2y3y1＋y22）／5；
x6＝y5／6�
y6＝－（ w0x5＋2y5y0＋2y4y1＋2y3y2）／6；
φ1＝ x6t6＋x5t5＋x4t4＋x3t3＋x2t2＋x1t ＋x0；
φ2＝y6t6＋y5t5＋y4t4＋y3t3＋y2t2＋y1t ＋y0．

φ1�φ2分别为 x（位移） �y（速度）的逼近解�并选
取 t ∈［0�1．2735］ �绘出振动曲线 x ～t （图1）和
振动的相图 x ～y（图2） ．

图1　x ～t 曲线

图2　x ～y 相图
这只是介绍一种求解非线性系统的方法．分

解法自80年代发展起来�由于它具有更高的精度
和更快的收敛性�以及较易实现的数学机械化方
法�使它已广泛地应用于非线性确定论和随机论
的问题�对于混沌行为的研究和控制也有应用前
景．
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