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摘　要：对由不同媒质所组成的电磁场场域�当分界面上场的散度源和旋度源不为零时�场量将在分界
面两侧发生突变�通常使用的单一媒质区域中的斯托克斯公式不再适用这种情况．推广了单一媒质中的
斯托克斯公式�得到了适用于多媒质区域的多曲面斯托克斯公式．对于由不同媒质所组成的电磁场场
域�利用所推广的多曲面斯托克斯公式�给出了电磁场边界条件的一种新的推导方法．所推导的公式对
于由多种媒质组成的矢量场有广泛应用．
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　　对于不同媒质所组成的区域�由于在分界面
上媒质参数会发生突变�而且矢量场的面散度源
和面旋度源［1］ 可能不为零�所以矢量场可能会发
生突变�此时如果仍利用单一媒质中的斯托克斯
公式和高斯公式�会得出一些不恰当的结论．本文
根据多区域高斯公式［2］ �推广了单一媒质中的斯
托克斯公式．在电磁场中�人们遇到的大都是由多
种媒质组成的场域�因此多曲面斯托克斯公式和
多区域高斯公式有广泛应用．本文利用它们推导
了电磁场的边界条件．
1　多区域斯托克斯公式

对于单一媒质中的矢量场�斯托克斯公式可
描述为［3］ ：设 S 是单连通的光滑曲面�其边界 l
为分段光滑闭曲线�沿 l 正向行进时保持S 的正
侧在左边�F 在S 上有连续偏导数�则

∮l
F·dl ＝∫S

（ ∇×F）·d S． （1）
当区域中含有多种媒质时�由于场量 F 在S 内媒
质的交界曲线上不一定存在连续偏导数�所以斯
托克斯公式中积分区域不能是含多媒质的曲面．
为了使其适用于多媒质区域�我们对斯托克斯公
式进行推广�得到多曲面斯托克斯公式．

多曲面斯托克斯公式：设外边界为 l 的曲面
S 由m 个子曲面S1�S2�…�Sm 所组成�任意子曲
面 Si 的边界l i 为逐片光滑曲线�i ＝1�2�…�m．
若矢量 Fi 在l i ＋Si 上是连续可微函数�i ＝1�2�

…�m�则下式成立：
∫S

（∇×F）·d S＝∮l
F·dl ＋

∑m－1
i ＝1 ∑

m

j ＝i ＋1∫lij
（ Fi －Fj）·dl ij� （2）

式中：l ij为任意两个子曲面Sj 和Sj 的公共边界
线�其方向是由 Si 指向Sj．

证明　由于

∮S
（∇×F）·d S＝∫S1

（ ∇×F1）·d S1＋

∫S2
（ ∇×F2）·d S2＋…＋∫Sm

（∇×Fm）·d Sm
＝∑m

i ＝1∫Si
（∇×Fi）·d Si� （3）

矢量 Fi 在l i ＋Si 上是连续可微的�i ＝1�2�…�
m�所以利用单一媒质中斯托克斯公式

∮li
Fi·dl i＝∫Si

（∇×Fi）·d Si� （4）
可将式（3）写成
∫S

（∇×F）·d S＝∑m
i ＝1∮li

Fi·dl i＝

∫l1＋l2＋…＋l m
F·dl ． （5）

上式右端的积分区域l1＋l2＋…＋l m 由两部分曲
线之和所组成�一部分是 S 内所有相邻子区域之
间的公共边界线�另一部分是整个曲面 S 的外部
边界线l �考虑到曲线的方向�线积分区域可写成

2002年　　6 月
第23卷　第2期

郑 州 大 学 学 报 （ 工 学 版 ）
Journal of Zhengzhou University （Engineering Science）

Jun ．　2002
Vol ．23　No ．2



l1＋l2＋…＋l m＝［（l12＋l21）＋（ l13＋l31）＋
…＋（ l1m＋l m1） ＋（ l23＋l32＋（ l24＋l42） ＋…＋
（l2m＋l m2）＋…＋（l m－1m＋l m（ m－1））］ ＋l ＝∑mj ＝2（l1j
＋l j1）＋∑mj ＝3（ l2j ＋l j2） ＋…＋∑

m

j ＝m（ l （ m－1） j＋l j（ m－1））
＋l ＝∑m－1

i ＝1 ∑
m

j ＝i ＋1（l ij＋l ji）＋l � （6）
从而式（6）可写为
∫S

（∇×F）·d S＝∮l
F·dl ＋

∑m－1
i －1 ∑

m

j ＝i ＋1∫lij
Fi·dl ij＋∫lij

Fj·dl ji � （7）
由

l ij＝－l ji� （8）
可知

l ij＝l ji； （9）
dl ij＝－dl ji� （10）

从而

∫lji
Fj·dl ji＝－∫lij

Fj·dl ij． （11）
这样�把式（11）代入式（7） �便可得到多曲面斯托
克斯公式（2） ．当 m＝1时�S 成为单一媒质区域�
式（2）右端的第二项等于零�此时式（2）与式（1）是
一致的．

2　利用多曲面斯托克斯公式推导电磁场
切向边界条件

　　无论是在含有单一媒质的区域中还是在含有

多种媒质的区域中�宏观时变电磁场都满足如下
积分形式的麦克斯韦方程组：

∮l
H·dl ＝i ； （12）

∮l
E·dl ＝－∂ψ∂t ； （13）

∮S
B·d S＝0； （14）

∮S
D·d S＝q ． （15）

式中：l 为区域中的任意闭曲线；S 为区域中的任
意闭曲面；B 为磁通密度；D 为电位移；ψ为磁
通；t 为时间；i 为闭曲线l 所包围的电流；q 为闭
曲面S 所包围的电荷．当场量 E�B�D�H 在积分
区域中存在连续偏导数时�各场量满足如下微分
形式的麦克斯韦方程组：

∇×H＝JS＋JE＋JD＝J； （16）
∇×E＝∂Bt∂； （17）

∇·B＝0； （18）
∇×D＝ρ� （19）

式中：JS 为区域内外源的电流密度；JE 为导电媒
质中的涡流密度；JD 为位移电流密度；ρ为区域
内自由电荷的等效体密度．

许多文献通过跨不同媒质分界面取一小矩形

曲线�将积分形式的安培环路定律和法拉第电磁
感应定律转化成微分形式［4�5］ 来推导磁场强度 H
和电场强度E 满足的切向边界条件．下面我们利
用推广的多曲面斯托克斯公式直接通过积分形式

的方程组推导切向边界条件．
如图1所示�跨两种媒质的分界面任取一曲

面�对于该曲面�应用多曲面斯托克斯公式可得：

∫S1＋S2
（∇×H）·d S＝∮l1＋l2

H·dl ＋

∫l12（ H1－H2）·dl12� （20）
l12的方向如图所示�上式又可写为

∫S1＋S2
（∇×H）·d S＝∮l1＋l2

H·dl ＋

∫l12（ H1t－H2t）dl12� （21）

图1　跨分界面的任意曲面
Fig．2　Arbitrary surface across the interface

根据式（11）和（15） �有
∮l1＋l2

H·dl ＝∫S1
J1·d S＋∫S2

J2·d S＋

∫l12
Kdl12� （22）

∫S1＋S2
（ ∇×H）·d S＝∫S1

J1·d S＋∫S2
J2·d S�

（23）
式中：K 为分界曲线上的电流面密度．把以上两式
代入式（21） �可得
∫l12

（ H2t－H1t）dl12＝∫l12Kdl12� （24）
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由于 l12是边界上的任意曲线�所以
H2t－H1t＝K� （25）

若 K＝0�则
H1t＝H2t． （26）

　　同样我们把多曲面斯托克斯公式应用于式

（13） �并结合微分形式的麦克斯韦方程（17） �可得
到电场强度应满足的切向边界条件：E1t＝E2t．
3　利用多区域高斯公式推导电磁场法向
边界条件

　　对于电磁场法向边界条件�许多文献通过跨
不同媒质分界面取一小圆柱体�将积分形式的磁
通连续性方程和电场的高斯定理转化成微分形式

来推导磁感应强度 B 和电位移通量D 满足的法
向边界条件．下面我们利用多区域高斯公式直接
推导法向边界条件．

多区域高斯公式：设外表面为 S 的区域V 是
由m 个子区域V1�V2�…�Vm 所组成�任意子区域
Vi 的表面Si 为逐片光滑曲面�i ＝1�2�…�m．若
矢量 Fi 在Vi＋Si 上具有一阶连续偏导数�i ＝1�
2�…�m�则下式成立：

∫V
·∇Fd V＝∮Γ

F·d S＋
∑m－1
i ＝1 ∑

m

j ＝i ＋1∫Sij
（ Fi－Fj）·d Sij� （27）

式中：Sij为任意两个子区域Vi 和Vj 的公共边界
面�其方向是由 Vi 指向Vj．如图2所示�跨两种媒
质的分界面任取一区域�对于该区域�利用多区域
高斯公式可得

图2　跨分界面的任意区域
Fig．2　Arbitrary region across the interface

∫V1＋V2
∇·Dd V＝∮S1＋S2

D·d S＋

∫S12
（ D1－D2）·d S12� （28）

S12的方向由 V1指向 V2�上式又可写为

∫V1
∇·Dd V＋∫V2

∇·Dd V＝∮S1＋S2
D·d S＋

∫S12
（ D1n－D2n）d S12� （29）

根据式（15）和（19） �有
∮S1＋S2

D·d S＝∫V1
ρd V＋∫V2

ρd V＋∫V12
σd S12；
（30）

∫V1
∇·Dd V＋∫V2

∇·Dd V＝∫V1
ρd V＋∫V2

ρd V�
（31）

式中：σ为分界面上的自由电荷面密度．将以上两
式代入式（29） �可得
∫S12

（ D2n－D1n）d S12＝∫S12
σd S12� （32）

由于曲面 S12是任意的�所以
D2n－D1n＝σ． （33）

如果分界面上的自由电荷面密度σ为零�则
D2n＝D1n． （34）

　　同样我们把多区域高斯公式应用于式（14） �
并结合式（18） �可得到磁感应强度应满足的法向
边界条件：B1n＝B2n．
4　结论

本文根据多区域高斯公式�推广了单一媒质
中的斯托克斯公式�得到了适用于多媒质区域的
多曲面斯托克斯公式�然后从电磁场基本约束方
程出发�对跨边界的任意区域�应用多曲面斯托克
斯公式和多区域高斯公式导出了电磁场场量应满

足的边界条件．多曲面斯托克斯公式说明面旋度
源可能引起场的切向分量突变；多区域高斯公式
说明面散度源可能引起场的法向分量突变．如果
没有偶极矩�无散场的法向分量一定连续�无旋场
的切向分量一定连续�对于调和场这两种突变都
不存在．
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Abstract ：For the electromagnetic field formed by different mediums �when the divergence source and the curl
source on the interface are not zero �the field will change across the interface ．The general Stokes formula for the
single mediumis not applicable to this case ．The paper extends the formula and obtains Stokes formula suitable to
multi －medium．For the vector field made by different mediums �we give a new method to develop the boundary
conditions using the Stokes formula and Gauss formula for multi －medium．The method presented in the paper is
more general ．The formulae presented have more applications in vector field formed by multi －media ．
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