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线性最优控制系统鲁棒性分析

沈宪章，张法全，邱道尹，岳永娟

（郑州大学电气工程学院，河南 郑州 *+"""!）

摘 要：最优控制设计中所采用的数学模型与实际系统总有一定差别，据此设计出的控制参数与实际

并不完全相符 ,针对这一问题，提出了分析线性最优控制系统稳定鲁棒性的一种方法 ,利用 -./0.1的专
用控制函数工具，分析了系统中某些环节时间常数、放大倍数等参数变动以及加权矩阵的选择对系统鲁

棒性的影响 ,仿真结果表明，该方法可具体分析出每个局部对系统稳定性的影响程度，有利于进行系统
维护，保证系统安全 ,
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线性最优控制问题即 67（689:.; 7<.=;./8>）问
题，就是在系统的数学模型确定之后，利用系统的

状态方程，选择适当的加权矩阵，采用综合最优控

制 !!，使某一性能指标为最优 ,但是，实际控制
系统一般很难用精确不变的数学模型来描述，用

来描述系统的数学模型总是和实际系统存在着差

别 ,因此在最优控制系统设计完成后，系统的鲁棒
性分析就显得至关重要 ,而在 67调节问题中，无
限时间状态调节器问题占有重要地位，并且有广

泛的应用价值，同时也易于推广到有限时间输出

调节器的分析与设计 ,因此，本文着重就无限时间
状态调节器问题进行线性最优控制系统的稳定鲁

棒性分析 ,
% 鲁棒性分析
给定线性定常系统

"# ? $# @ %!， （%）
式中：$ 和% 分别为 ! A ! 和 ! A " 实常阵；# 为 !
维状态，#（"）? #"，#"［"，B）；! 为 " 维输入，性
能指标由泛函

$（!）?#
B

"
（#2&# ’ !2(!）= # （!）

给出，其中加权矩阵 & 为 ! A ! 正定对称常阵，(
为 " A " 正定对称常阵，且要求｛$，%｝能控 )
由最优控制理论知识，解得式（%），（!）的最优

控制为

!（ #）? # *#（ #）， （(）
其中，* ? ( #%%2+，+ 为满足下述矩阵 C8>>./8方程
的正定对称阵：

+$ @ $2+ @ & # +%( # %%2+ ? "，
将式（(）代入式（%）得

"# ?（$ # %*）#， （*）
并且上式所表示的闭环系统是大范围渐近稳定

的［%，!］)
当控制系统参数变动时，引起 $，% 具有不

确定性，成为 $ @!$，% @!%，由于 * ? ( # %

%2+，从而 * 成为* @!*，系统（*）成为
"# ?［（$ @!$）#（% @!%）（* @!*）］#，

即

"# ?（$ # %* @!$ #!%* # %!* #!%!*）#，
令

$, ? $ # %*，

!$, ?!$ #!%* # %!* #!%!*{ ，
（+）

由式（+）得
"# ?（$, @!$,）# ) （’）

由于!!，!%，!* 是实际控制系统参数变动
引起的，故均为实数阵，因此!!, 也是实数阵 )
以下分析式（’）的鲁棒性 )
引理 %［!］ 线性定常系统 "# ? $#，#（"）? #"，

#$"的零平衡状态 #% ? " 为渐近稳定的充分必
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要条件，是对任意给定的一个正定对称矩阵 !，
如下形式的李亚普诺夫矩阵方程

"!# " #" # $ !，
有唯一正定对称矩阵解 # $
系统是否为渐近稳定，和 ! 阵的选取无关，

因此为简便起见，一般选 ! # % $
引理 %［&］ 设 "!&! ’ !，则 " 是实对称矩阵

的充要条件是存在正交矩阵’，使得
’!"’ #! # ()*+（!,，!%，⋯，!!），

其中，!,，!%，⋯，!! 均为实数 "
定理 若 "( 为渐近稳定，则当!-*.""!

() "
)""(）/ , 时，式（0）仍为渐近稳定 $ 其中，

!-*.（""!
() " )""(）表示矩阵""!

() " )""( 的最

大特征值，正定对称阵 )满足李亚普诺夫矩阵方程
"!

() " )"( # $ % 1 （2）
证：因为 "( 渐近稳定，由引理 ,知，方程（2）

的解 ) 存在且唯一 $
取李亚普诺夫函数 *（ +）# ,!),，因 ) 正

定，所以 *（+）为正定 $

-*（ +）# (*
( # # -,!), " ,!)-, # ,!（"!

() "

)"( """!
() " )""(）, # ,!（ $ % """!

() "
)""(）,"# $ ,!［ % $（""!

() " )""(）］,，
因为（""!

() " )""(）
! # )!""!

( """!
()! #

""!
() " )""(，所以""!

() " )""( 为实对称阵 $
由引理 %可知，存在正交矩阵 ’，使得

""!
() " )""( # ’!()*+（!,，!%，⋯，!!）’，

其中：!,，!%，⋯，!! 为矩阵""!
() " )""( 的特征

值，且均为实数 $
% $（""!

() " )""(）#

’!

, $!,

, $!%

"
, $!
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令"-*. # -*.｛!,，!%，⋯，!!｝，当!-*. / ,时，,
$!,，, $!%，⋯，, $!! 均大于 3，所以 $ $（""!

()
" )""(）为正定，即 % $（""!

() " )""(）4 3，从
而 -*（+）/ 3，即 -*（+）为负定 $
由李亚普诺夫稳定判别定理得，系统（0）仍为

渐近稳定［5］6

% 实例分析

从上面的鲁棒性分析可以看出，需要求解

7)88*9)矩阵方程与李亚普诺夫矩阵方程，但是求

解过程相当困难 6 :*9;*<提供了强大的矩阵处理
与绘图功能，它带有许多具有特殊功能的工具箱，

其中的控制系统工具箱功能强大，用 =)+（ ）函数
求解矩阵特征值，用 ;>?（ ）函数求解 7)88*9) 矩阵
方程，为分析和计算提供了极大的方便，所以本文

采用 :*9;*< 0 63实现仿真分析［@］6
以实际系统为例 6由发电机、励磁机和副励磁

机等构成的大型励磁系统的低阶模型如图 , 所
示，模型参数为：%, # @ A，%% # % A，&, # % " @，&% #
& "%，&& # % "%，&5 # %，&@ # @ "

图 , 大型励磁系统的低阶模型
!"#$, %&’ &()*( +&)*, &- ,.(#* $ /0.,* *10"2.2"&3 /4/2*+

其状态方程为

-+ #
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& # &% &&&5 &@ "
为简便起见，选取 ! # ()*+（,，,），’ # , "运用

上述理论对该系统进行二次型最优控制设计，得

到系统（5），下面按照定理进行鲁棒性分析 "
%1, 时间常数变化对系统鲁棒性的影响
图 %和图 &是时间常数 %,，%% 变化时，矩阵

""!
() " )""( 的特征值随之变化的曲线 $可以看
出在系统稳定的前提下，%,，%% 允许向增大的方

向一定范围内变动，向减小的方向变化时，允许范

围较大，当 %,，%%太大时，可能引起系统不稳定 "

图 % 特征值与 %,的关系

!"#$% 5*,.2"&3 &- *"#*36.,7*/ .3) %,

%1% 放大倍数变化对系统鲁棒性的影响
图 5和图 @是放大倍数 &,，&% 变化时，矩阵

""!
() " )""( 的特征值随之变化的曲线 $从图中
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可知，!!可在 " # "$至 %之间变动，!& 可在小于 ’
的大范围内变动 "

图 $ 特征值与 #&的关系

!"#$$ %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 #&

图 ’ 特征值与 !!的关系

!"#$’ %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 !!

图 # 特征值与 !!的关系

!"#$# %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 !&

&($ 加权矩阵的选择对系统鲁棒性的影响
对于同一控制对象设计最优调节器时，加权

矩阵 ! 和" 的选择不同，系统的动态性能也不一
样 #研究表明：!加权矩阵 ! 固定时，随着 " 中
相应元素的增大，系统的上升时间减少，稳态误差

减小，但系统的超调量却增大，过渡过程时间延

长 #"加权矩阵 " 固定时，随着 ! 中相应元素的
增大，系统的上升时间延长，稳态误差增大，但系

统的超调量与过渡过程时间却减小了 #加权矩阵
"，! 的选取，可根据实际系统对上升时间、超调
量、过渡过程时间等具体指标的要求选择合适的

加权矩阵［%］#

加权矩阵一旦选定后，其参数不会随着系统

的某些环节的参数变动而改变 #但由于系统数学
模型的不确定性，有时系统设计完成后，需要根据

实际更改参数的权值 #
图 %和图 ) 是加权矩阵 ! 的参数变化引起

矩阵#$*
%& + &#$% 的特征值变化的曲线（!（ $，

%）表示矩阵 ! 的第 $ 行第 % 列元素）"两者的趋势
一样，但允许的变化范围稍有所不同 "图 ,是加权
矩阵 " 的变化引起矩阵#$*

%& + &#$% 的特征值

变化的曲线 #可以看出，" 允许向增大的方向大
范围变动，而向减小的方向变动时，极易引起系统

不稳定 #

图 % 特征值与 !（!，!）的关系
!"#$% %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 !（!，!）

图 ) 特征值与 !（&，&）的关系
!"#$) %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 !（&，&）

图 , 特征值与 "的关系
!"#$, %&’()"*+ *, &"#&+-(’.&/ (+0 "

$ 结束语

本文提出的判定最优控制系统鲁棒性的方
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法，可以分析系统中单一环节参数变动对系统鲁

棒性的影响，该法也适用于系统中多个参数变动

时的情况，因而具有普遍适用性 !根据最优控制原
理设计的控制系统，可以保证渐近稳定性，但由于

数学模型的不确定性以及实际物理器件的老化、

系统的机械磨损等其它原因引起的参数变动，常

会影响到系统的稳定性，通过本文介绍的方法及

分析工具，可以具体分析出每个局部对系统稳定

性的影响程度，从而在系统运行中，对有重大影响

的部件进行重点维护，同时对影响程度较低的部

件可降低要求，在保证系统稳定、可靠运行的前提

下降低生产成本 !
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