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基于 -./0.1的线性最优控制系统鲁棒性分析

马书磊，冯冬青，陈铁军，万 红

（郑州大学电气工程学院，河南 郑州 ,’"""!）

摘 要：针对线性最优控制系统的鲁棒性分析问题，提出以系统稳定裕度作为计算对象，研究系统参数

与稳定裕度之间的动态关系，从而得出系统鲁棒性的直观描述 *这一方法采用 -./0.1的控制函数编制程
序，连续求解代数 2344./3方程，得出系统稳定裕度随参数扰动的变化趋势，再由计算机作图显示 *仿真结
果表明，它对具有精确数学模型的最优控制系统的分析有实用价值 *
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最优控制理论中的无限时间状态调节器问题

在 892问题中占据重要的地位，并有广泛的实际
应用价值，同时也可以推广到无限时间输出调节

器的分析与设计中［%］*而一个控制系统的稳定性
分析是系统设计时必不可少的关键环节，尤其在

系统参数可能发生变化时更是如此 *本文介绍一
种利用 -./0.1为被控系统设计最优状态反馈，并
提供各种参数摄动情况下动态计算系统的相角裕

度与幅值裕度的软件实现方法，然后就实际应用

中的有关问题进行讨论 *

% 鲁棒性分析原理

线性系统理论中给出了用相角裕度与幅值裕

度衡量最优控制系统鲁棒性的有关概念，并得出

结论：线性定常连续系统无限时间调节器具有至

少 $":的相角裕度与 % ; !以上的幅值裕度（加权矩
阵 ! 为对角阵）［!］"这一结论虽然具有理论指导
意义，但无法分析具体控制系统的各种结构参数

变化对系统稳定性产生的影响 "目前，计算机的运
算速度大大加快，已经可以满足解较高阶矩阵方

程的需要，因此，应用有关工具软件，可以先求出

反馈阵 #，然后计算 $，% 阵中参数取不同值时
的相角裕度!、幅值裕度 !，并以此作为系统动态
鲁棒性的指标 "这一指标随参数的变化也可以绘
制成曲线，用以研究系统的变化趋势 "
为求稳定裕度，给定线性定常系统 &’ < $’ =

%(，’（"）< ’"，#!［"，>），选择加权矩阵 )，!，

由泛函 $（(）<"
>

"
（’5)’ * (5!(）? # 解得 (（ #）

< # #’（ +），# < ! # % %5, "其中：｛$，%｝能控；
｛$，)% -!｝能观测；, 满足方程 ,$ = $5, = ) #
,%! # %%5, < "，得最优调节系统动态方程为：&’
<［$ # %#］’，此系统为大范围渐近稳定的 * @A@B
情况下，矩阵 #，% 变为向量 .，/；! 变为标量"，
此时系统开环传递函数为：0（ 1）< .（ 12 # $）# %

/，其相应频率特性为
0（C#）< .（C#2 # $）# % / " （%）

式中：$，% 由系统结构决定；. 由最优性能指标
解得，所以!和 ! 有确定的值 "
由方程 D 0（C#%）D < %，解得截止频率#%；由方

程#0（C#&）<（!’ = %）!，解得相角交界频率#& "
则相角裕度与幅值裕度分别为

!< %&"( =#0（C#%）； （!）

! < %
D 0（C#&）D

" （+）

系统中某些时间常数与 $ 中元素具有确定
的对应关系，通过在某一取值范围内以一定步距

改变 $ 中个别元素的值，同时保持 .，/ 不变，可
模拟系统对应的时间常数摄动的情况，此时将

$，/，. 的值代入式（%）中，并由式（!），（+）计算得
出不同的!，! "通过对这些值的大小和趋势进行
分析，可以看出所取时间常数对系统鲁棒稳定性

的影响［+］"同理，对 / 中元素也可进行类似的操
作 "
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! 程序实现

程序采用 "#$%#& ’() 编制，具体功能的实
现包括：!求解最优反馈阵 !，可通过使用 "#$*
%#&函数 +,-（）直接得到 ."计算最优反馈时系统
的开环稳定裕度，由函数 /0-123（）实现 .#选择矩
阵参数，并实现等步距数据输出与绘图，这是关键

环节 .因此，以 "，# 阵中某一参数为中心，以选定
步距分别向正负方向变化来求解系统的相角裕度

和幅值裕度，然后将输出结果绘制成曲线 .
程序循环过程的结束是通过判断当前参数下

系统是否稳定来实现的，系统第一次闭环失稳，则

终止循环，但在某些情况下，矩阵 "，# 中的一些
参数在单减时系统始终保持稳定，此时程序将陷

入无限循环 $为此，加入另一终止循环条件，即循环
次数超上限，则终止循环，程序结构如图 4所示 $

5 实例与分析
给定线性定常系统 %& 6 "& 7 ’(，其中：" 6

8 )[ ]) 9 :
，’ 6 [ ]4! $选择加权矩阵：) 6

4 )[ ]) !
，

图 4 程序流程图
!"#(4 !$%& ’"(#)(* %+ ,)%#)(*

* 6 4) $运行程序后，首先解得最优反馈阵 ! 6
［;();!;，)())88］，然后输入参数并选择最后输出
的曲线 $几条典型曲线如图 !所示 $

图 ! 仿真结果
!"#(! -./0$1/ %+ /"*0$(1"%2
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由仿真结果可见，!!!，"!!对系统稳定裕度的

影响是很明显的，而 !""在相当大的范围内变化

时，系统的稳定裕度并无显著波动 #
对于 #$#%系统，当具有 ! 个输入时，最优反

馈系统的开环传递函数矩阵为 ! & ! 矩阵，此矩
阵的每一元素 $"#代表第 " 个输入到第 # 个输出的
传递函数［’］$由于 #()*(+没有适用于 #$#%系统
的函数，所以只能利用 ,(-./0（）函数的另外一种
形式：,(-./0（01,，230）计算出每一分支对应子系
统的稳定裕度，从而实现对整个系统的分析 4
对于采用机理建模的系统，其系统参数矩阵

的组成元素并不是孤立的，他们往往以一定的结

合方式同时受控于一个或几个元件，而当某一元

件参数发生变化时，则可能会带来矩阵中几个参

数的变化 4
举一个简单的例子：如图 5所示电路，选取状

态变量为：%! 6 "，%" 6 &’，则其状态方程可表示

为：%& 6
7 ( ) * 7 ! ) *
! ) +[ ]8

& 9
! ) *[ ]8

’，其中，

!!!，!!"，"!!的表达式中都含有 *，所以 * 的变化
将会对这三个参数同时产生影响 4所以，用 #()*(+
分析系统鲁棒性时，必须事先将状态方程的解析

式输入计算机，才能动态跟踪元件参数对输出数

据的影响 4

图 5 !"#网络
$%&:5 ’ !"# ()*+,-.

’ 结束语

线性最优反馈控制系统设计完成后，可以保

证渐近稳定性及较大的稳定裕量，所以对它进行

鲁棒稳定性分析具有较高的参考价值 4本文介绍
的程序作为一种分析工具，充分发挥了计算机高

速数据处理的特长，既方便了理论研究，又有一定

的实用价值 4通过对输出曲线进行综合分析，可以
得出选择系统组成元件的参考依据，对于那些明

显影响系统稳定性的元件，应提高精度和可靠性

要求，反之则可适当降低要求，从而兼顾了系统性

能与经济指标 4
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