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污染数据回归分析参数的区间估计
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摘　要：截断数据是生存分析的重要研究内容�而关于污染数据的分析在近几年也越来越受到人们的
重视．研究简单回归模型：

X（0）
i ＝γ＋βμi ＋εi �i ＝1�2�…�n

其中�Eεi ＝0�Eε2
i ＝σ21；但 X（0）1 �X（0）2 �…�X（0）

n 受到另一独立同分布随机变量序列W1�W2�…�Wn 的污染�
Wi 与X（0）

i 独立�仅能观察到污染数据 Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi �i ＝1�2�…�n ．给出回归参数γ�β的区间估

计．
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0　引言
近年来�截断数据（censored data）的研究获得

了很大的发展．在实际问题中�除了截断数据之
外�还经常会遇到一些关于所谓污染数据（con-

taminated data）的统计分析问题�其中一类污染数
据具有形式

Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi �i ＝1�2�…�n （1）

即我们在观察随机变量 X（0）
i 时�受到随机变量

Wi 的干扰（一般我们假定 X（0）
i 是独立同分布的�

且序列 Wi 与序列X（0）
i 独立） �使观察数据受到污

染�我们希望由观察数据 Xi 来对X（0）
i 的分布及其

特征作出统计推断．
考虑简单线性模型

X（0）
i ＝γ＋βμi ＋εi �i ＝1�2�…�n （2）

其中�μi 为固定的回归设计（常数序列） ；γ�β是
待估参数．设
｛εi �1≤i ≤n｝i ．i ．d ．�εi ～N（0�σ21） �0＜σ21＜∞

（3）
在式（1）决定的污染状态下�我们只能观察到

Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi �0≤α≤1�

设随机变量 Wi 相互独立�服从分布 N（0�σ22） �且
与序列｛εi｝�｛X（0）

i ｝独立�即

｛Wi �1≤i ≤n｝i ．i ．d ．�Wi ～N（0�σ22） �0＜σ22＜∞
（4）

我们的目的是要用观察数据 Xi 来估计参数γ�β�
假定σ21�σ22已知�且要求

σ21／σ22＞α／（1－α） （5）
直观上要求因污染而引起的方差（按一定比例）小
于系统部分引起的方差．注意到

Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi

＝（1－α）（ γ＋βμi ＋εi） ＋αWi

＝（1－α）（ γ＋βμi） ＋［ （1－α）εi ＋αWi］
（6）

令ηi ＝（1－α）εi ＋αWi �则ηi 相互独立服从N（0�
（1－α）2σ21＋σ2σ22） ．

令γ1＝（1－α） γ�β1＝（1－α） β�把γ1�β1视
为新的参数�文献［ 1］ 用最小二乘法可求出γ1�β1
的最小二乘估计

γ^1＝∑n
i ＝1μi ∑n

i ＝1μixi －∑n
i ＝1μ

2
i ∑n
i ＝1xi

（ ∑n
i ＝1μi）2－n ∑n

i ＝1μ
2
i

（7）

β^1＝∑n
i ＝1μi ∑n

i ＝1xi －n ∑n
i ＝1μixi

（ ∑n
i ＝1μi）2－n ∑n

i ＝1μ
2
i

（8）
又考虑 Xi 的方差估计
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S2＝ 1
n －1∑n

i ＝1［ Xi －^r 1－^β1μi］ 2�

当 n →∞时�由文献［ 2］ 知 S2→（1－α）2σ21＋α2σ22
≜σ2（a ．s）

令 S2＝（1－α）2σ21＋α2σ22�可解出α的估计
值

α^＝σ21－ （σ21＋σ22） S2－σ21σ22
σ21＋σ22

（9）
又γ1＝（1－α） γ�β1＝（1－α）β�由γ1�β1�α的估
计值γ^1�^β1�^α可解出γ�β的估计值

γ^＝γ^1 11－^α （10）
β^＝^β1 11－^α （11）

本文现考虑γ�β的区间估计问题．

1　回归参数的区间估计
引理1［ 3］ 　设 X1�X2�…�Xn 为观察到的一列

相互独立数据�且 Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi �X（0）

i ＝
γ＋βμi ＋εi �i ＝1�2�…�n ．若式（3） 、（4）成立�则

1
σ2∑n

i ＝1（ Xi －（ γ^1＋^β1μi））2～χ2（ n －2） ．

证明过程见文献［ 3］ ．
为方便�记SSE ＝∑n

i ＝1（ Xi －（ γ^1＋β^1μi））2�-μ＝
1
n ∑n

i ＝1μi �l μμ＝∑n
i ＝1（ μi －-μ）2．

引理2　在引理1的条件下�有
（1） β^1～N（β1�σ2／l μμ） ；

（2） γ^1～N（ γ1�（ 1
n ＋-μ2

l μμ
）σ2） ；

（3） β^1、^γ1分别与SSE 相互独立．
证明：由式（6）可知
Xi ＝（1－α）（ γ＋βμi） ＋［ （1－α）εi ＋αWi］

Xi ～N（（1－α）（ γ＋βμi） �σ2） �
又 γ^1�^β1分别是γ1＝（1－α） γ�β1＝（1－α） β的
最小二乘估计�且式（3） 、（4）成立�由文献［ 4］ 中第
5页性质1、性质2可得

β^1～N（β1�σ2／l μμ） �

γ^1～N（ γ1�（ 1
n ＋-μ2

l μμ
）σ2） �

且β^1�^γ1分别与SSE 相互独立．
定理1　X1�X2�…�Xn 为观察到的一列相互

独立数据�且
Xi ＝（1－α） X（0）

i ＋αWi �i ＝1�2�…�n ；
X（0）

i ＝γ＋βμi ＋εi �i ＝1�2�…�n �

式中：｛μi｝为已知的常数序列；序列｛X（0）
i ｝�｛εi｝�

｛Wi｝相互独立�且εi 与Wi 相互独立．如果式（3） 、
（4）成立�则参数β、γ的给定置信度为1－α1的
近似置信区间分为（ b1�b2） �（c1�c2） �

b1＝（β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） ；
b2＝（β^1＋t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） ；
c1＝（ γ^1－t α1／2（ n －2） σ^^γ1）／（1－^α） ；
c2＝（ γ^1＋t α1／2（ n －2） σ^^γ1）／（1－^α） ．
证明：记 γ^1�^β1的标准差为 σ^γ1�σ^β1�即

σ^γ1＝ 1
n ＋-μ2

l μμ
σ�

σ^β1＝σ／ l μμ．

由文献［ 4］ 知�S2＝ SSE
n －2是σ2的无偏估计�

故 σ^γ1�σ^β1的估计值为

σ^^γ1＝ 1
n ＋-μ2

l μμ
S ；

σ^^β1＝S／ l μμ�
由引理2可知

β^1－β1
σ^β1

～N（0�1） �

β^1与SSE 相互独立．根据引理1知
SSE
σ2 ～χ2（ n －2） �

故

β^1－β1
σ／ l μμ

／ SSE
（ n －2）σ2＝β^1－β1

σ^^β1
～t（ n －2） ．

给定置信度为1－α1�则

P｛－t α1／2（ n －2） ＜β^1－β1
σ^^β1

＜t α1／2（ n －2）｝＝1－α1�

解得

P｛^β1－t α1／2（ n －2） σ^^β1＜β1＜^β1＋
t α1／2（ n －2） σ^^β1｝＝1－α1．

所以β1置信度为1－α1的置信区间为
［ β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1�^β1＋t α1／2（ n －2） σ^^β1］ ．

由于β1＝（1－α） β�用式（9） α^作为α的估计值�
令β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1＝（1－^α）β�解得

β＝（β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） ；
令β^1＋t α1／2（ n －2） σ^^β1＝（1－^α）β�解得

β＝（β^1＋t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） �
所以β的置信度为1－α1的近似置信区间为（ b1�
b2） �其中�
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b1＝（β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） ；
b2＝（β^1－t α1／2（ n －2） σ^^β1）／（1－^α） ．

类似可得γ的置信度为1－α1的近似置信区间为
（ c1�c2） �其中

c1＝（ γ^1－t α1／2（ n －2） σ^^γ1）／（1－^α） ；
c2＝（ γ^1－t α1／2（ n －2） σ^^γ1）／（1－^α） �

证毕．

2　结束语
通过γ1�β1的最小二乘估计 γ^1�^β1所服从的

分布�找到γ1�β1的置信区间�从而得到回归参数
γ�β的近似置信区间．
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Interval Esti mation in Regression Analysis for Contamination Data
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Abstract ：Survival analysis attaches much i mportance to censored data �and the analysis of contaminated data is get-
ting more and more attention in recent years ．This paper studies the si mple regression model ：

X（0）
i ＝γ＋βμi ＋εi �i ＝1�2�…�n

where Eεi ＝0�Eε2
i ＝σ21�but X（0）1 �X（0）2 �…�X（0）

n are contaminated by another i ．i ．d ．random variable sequence
W1�W2�…�Wn ．Wi is independent of X（0）

i ．And only the contaminated data Xi ＝（1－α） X（0）
i ＋αWi are observ-

able �giving the interval esti mation of γand β．
Key words ：censored data ；contamination data ；interval esti mation
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