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基于分数阶微分方程描述的系统的能控性和能观性判据
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摘　要：首先给出了由分数阶微分方程描述的系统的数学模型�根据对整数阶系统能控性和能观性的
研究�给出了此类分数阶系统的能控性和能观性的定义�并利用两参数的 Mittage －Leffler 函数和Cayley
－Hamilton 定理分析此类分数阶系统的能控性和能观性�推导由分数阶微分方程描述的系统能控性和能
观性判据．当其能控性判别矩阵 M和能观性判别矩阵N 的秩为满秩时�分数阶系统是能控和能观的．
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0　引言
能控性和能观性的概念是由Kal man 首先提

出和研究的．它们是系统的两个基本特性�分别描
述系统输入和状态以及状态和输出之间的关系�
对于控制系统是非常重要的．实际系统通常大都
是分数阶的［1］ �然而目前所有的控制系统均考虑
为整数阶系统．之所以忽略系统的实际阶次是由
于其复杂性和缺乏相应的数学工具．随着分数阶
微积分理论的发展［2］ �其应用范围已有了显著的
增加．

近些年来分数阶微积分理论也被应用于控制

理论中�主要是关于分数阶控制系统的建模、分析
和综合．现在�分数阶控制系统的研究越来越得到
了广泛的关注．本文主要研究分数阶线性微分方
程描述的系统的能控性和能观性．首先介绍了分
数阶微积分的基本概念以及分数阶微分方程描述

的系统的数学模型．利用Cayley －Hamilton 定理以
及两参数的Mittag －Leffler 函数分别对此类分数
阶系统的能控性和能观性进行分析和研究�给出
了此类分数阶系统能控和能观的条件并进行了证

明．所得能控性判据和能观性判据有助于对分数
阶系统的分析与综合．
1　系统描述
1∙1　分数阶微积分

分数阶微积分是关于任意阶微分和积分的理

论�它与整数阶微积分是统一的�是整数阶微积分
的推广．可用αDα

t 来标记非整数阶微分和积分算

子�其中α是任意实数．

　αDα
t ＝

dα

dt α�Re（ α） ＞0
1�Re（ α） ＝0
∫t

a
（dτ） －α�Re（ α） ＜0

（1）

对于分数阶微积分有不同的定义�详见文献
［2］ ．因为由Caputo 定义的分数阶微分组成的微分
方程和整数阶微分方程具有相同形式的初始条

件�所以在本文中用Caputo 定义．
Caputo 分数阶微分［3］ 定义为

　αDα
tf（t） ＝ 1

Γ（ n－α）∫t

a
f （ n）（t）

（t －τ） α－n＋1dτ� （2）
（ n－1＜α＜n）

其中�f（t）在［ α�t］ 上连续且可微；Γ（·）是Gamma
函数．

Caputo 定义的分数阶微分的Laplace 变换公
式为

L｛0Dα
tf（t） ；s｝＝s αF（s） －∑n－1

k ＝0
s α－k－1f （ k）（0） （3）

对分数阶微分有

Dα
t ［ Dβ

tf（t）］ ＝Dβ
t ［ Dα

tf（t）］ ＝Dα＋β
t f（t） （4）

其中�α和β为实数．
两参数的Mittag －Leffler 数在分数阶微积分
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中起着十分重要的作用．其定义为［4］
Eα�β（z） ＝∑∞

k ＝0
z k

Γ（ αk ＋β） �（ α＞0�β＞0） （5）
其Laplace 变换为
∫∞

0 e －stt αk＋β－1E（ k）
α�β（ ±αt α）dt ＝ k ！s α－β

（ Sα∓α） k＋1

（6）
1∙2　分数阶系统

能用分数阶微分方程精确地描述其动态性能

的系统称为分数阶系统．整数阶系统是分数阶系
统的特例．描述分数阶系统的数学模型有分数阶
微分方程、分数阶传递函数和分数阶状态空间表
达式等．设系统由下列具有序列微分的分数阶微
分方程和初始值描述：

0Dσnt y （t） ＋∑n－1

i ＝1
αn－i0Dσn－i

t y（t）＋α0y（t）＝b0u（t） （7）
［ 0Dσk－1t y（t）］ t ＝0＝0�（ k ＝1�…�n）

其中：σk ＝∑k

j ＝1
αj �（ k ＝1�…�n） �0＜αj ≤1�（j ＝

1�…�n） �αi ＝α�α为分数．αi（i ＝0�1�…�n－1） �
b0为任意常数．u（t）是系统的输入�y（ t）是系统
的输出．

对分数阶线性定常系统式（7） �令
x1（t） ＝y（t） ；

xi ＋1（t） ＝Dσit y（t） �（i ＝1�2�…�n－1） ．
对 xi（t）取分数α阶微分可得

Dα
txi（t） ＝xi ＋1（t） �（i ＝1�2�…�n－1） ；

Dα
txn＝－∑n

i ＝1
αi －1xi（t） ＋b0u（t） ．

则可得分数阶线性系统式（7）的状态空间表
达式如下：

DαW（t） ＝AX（ t） ＋Bu（t）
y（t） ＝CX（t） （8）

其中�X（ t） ＝［ x1（ t） �x2（ t） �…�xn（ t）］ T 为状态
变量．

2　能控性分析
现在研究分数阶线性系统（8）的能控性问题．

考虑分数阶线性系统式（8） �假设有输入 u（ t） 作
用于系统�其中�t ∈［ t0�t f］ ．系统的初始状态为
X0�输入使系统在时刻状态为 Xf �则称输入将 t0
时刻的状态 X0转移到 t f 时的状态Xf ．

根据对整数阶线性系统的能控性的研

究［5�6］ �给出分数阶线性系统的能控性定义和判
据如下：

定义1　对分数阶系统式（8） �在有限的时间
间隔［ t0�t f］ 内如果存在容许控制 u�将 t0时刻系
统的状态 X0在 t f 时刻转移到状态空间的原点�
则称分数阶系统式（8）的状态 X0在时间间隔［ t0�
t f］ 上是能控的．

定义2　如果在有限的时间间隔［ t0�t f］ 上系
统的每一个状态 X（ t0）都是能控的�则称系统在
［ t0�t f］ 上是完全能控的．

定理1　如果分数阶系统（8） 的能控性判别
矩阵

M＝［ B�AB�A2B�…�An－1B］ （9）
的秩为 n �则该分数阶系统是能控的．

证明：不失一般性�我们假设系统的终止状态
在状态空间的原点�并且初始时刻为零�即 t0＝0．

对状态方程式（8）取Laplace 变换�可得
s αX（s） －s α－1X（0） ＝AX（s） ＋BU（s） ；

　　　　X（s） ＝（s αI－A） －1s α－1X（0） ＋
（s αI－A） －1BU（s） ．

对上式取Laplace 逆变换有
X（t） ＝L －1［ X（s）］ ＝Eα�1（ At α） X（0） ＋

∫t

0（t －τ） α－1Eα�α［ A（t －τ） α］ Bu（ τ）dτ （10）
由状态完全能控性定义可知

X（t f） ＝Eα�1（ At α
f ） X（0） ＋

∫t f

0（t －τ） α－1Eα�α［ A（t －τ） α］ Bu（ τ）dτ＝0；

或

Eα�1（ At α
f ） X（0） ＝－∫t f

0（t －τ） α－1Eα�α·
　　　　　　　　［ A（t －τ） α］ Bu（ τ）dt

Eα�α（ At α）＝∑∞
k ＝0

（ At α） k

Γ（αk ＋α）∑
∞

k ＝0
Akt αk

Γ（αk ＋α）

　　　　＝∑∞
k ＝0

t αk

Γ（αk ＋α） ·Ak

（11）

由Cayley －Hamilton 定理可知每个方阵满足
其特征方程�即 A 如果是一个n×n 的方阵�具有
下列特征多项式：
　　P（s） ＝det（ λI－A） ＝s n＋αn－1s n－1＋

　　…＋α1s ＋α0．
则有

P（ A） ＝s n＋αn－1An－1＋…＋α1A＋α0I＝0
应用Cayley －Hamilton 定理�有

　　　t α－1Eα�α（ At α） ＝∑∞
k ＝0

t α（ k＋1）－1
Γ（ αk ＋α） ·Ak

＝∑n－1

k ＝0
ηk（t） ·Ak （12）
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将式（12）代入（11）中�可得

Eα�1（ At α
f ）·X（0） ＝－∑n－1

k ＝0
AkB·

∫t f

0ηk（t f －τ） u（ τ）dτ （13）
令 ∫t f

0 ηk（t f －τ） u（ τ）dτ＝γk �

q＝Eα�1（ At α
f ）·X（0） �

q 为一个n×1维的向量．
则式（13）即为

q＝－∑n－1

k ＝0
AkBγk＝－［ B AB … An－1B］·

γ0
γ1

γn－1

（14）

如果系统是状态完全能控的�则任意给定的
初始状态 X（0） �方程（14）有唯一解的充分必要条
件是矩阵［ B AB A2B … An－1B］ 满秩�即其秩为
n．

证毕．

3　能观性分析
能观性的概念十分重要�因为在实际应用中�

状态反馈控制常常会遇到状态不能直接测量到这

样的困难．这时就要求估计出不可得到的状态变
量�以实现状态反馈控制．

根据对整数阶线性系统的能观性的研

究［5�6］ �给出分数阶线性系统的能观性定义和判
据如下：

定义3　如果在有限的时间间隔［ t0�t1］ 上利
用得到的分数阶系统输入 u（t）和输出 y（t）能唯
一地决定系统在初始时刻的状态 X0≠0�则称分
数阶系统式（8）的状态 X0是能观的．

定义4　如果在时间间隔［ t0�t1］ 上系统的每
一个状态都是能观的�则称系统在［ t0�t1］ 上是完
全能观的．

定理2　如果分数阶系统式（8） 的能观性判
别矩阵：

N＝

C
CA
CA2


CAn－1

（15）

的秩为 n �则该分数阶系统是能观的．
如果系统由下列状态空间表达式描述：

DαX（t） ＝AX（ t） ＋Bu（t） ；

y（t） ＝CX（ t） ．
则

　　X（t） ＝Eα�1（ At α） X（0） ＋∫t

0（t －τ） α－1Eα�α·
［ A（t －τ） α］ Bu（t）dτ；

　　y（t） ＝CEα�1（ At α） X（0） ＋C∫t

0（t －τ） α－1·
Eα�α［ A（t －τ） α］ Bu（ τ）dτ∙

因为矩阵 A�B�C 已知�而且 u（ t） 也知道�
上面等式右边的最后一项就是已知量．由于它可
以从观测到的 y（t）值中减去�因此研究系统完全
能观性的充分必要条件时�考虑下式描述的系统
就足够了．

DαX（ t） ＝AX（ t） （16）
y（t） ＝CX（ t）

下面我们证明定理2．
证明：对于分数阶系统式（16） �其状态方程的

解为

X（t） ＝Eα�1（ At α） X（0） ．
则其输出向量 y（t）为

y（t） ＝CEα�1（ At α） X（0） （17）
由Clayey －Hamilton 定理�我们可得

Eα�1（ At α） ＝∑∞
k ＝0

Akt αk

Γ（ αk ＋1） ＝∑n－1

k ＝0
ηk（t） ·Ak �

因此�有

y（t） ＝∑n－1

k ＝0
ηk（t）·CAkX（0）

或

　　y（t） ＝η0（t） CX（0） ＋η1（t） CAX（0） ＋
…＋ηn－1（t） CAn－1X（0） （18）

如果系统是完全能观的�则对于时间间隔
0≤t ≤t1上给定的 y（ t） �X（0） 由式（18） 唯一确
定�这就要求矩阵式（15）的秩为 n ．

由此我们得出分数阶系统能观性矩阵 N 满
秩时�系统是能观的．

证毕．

4　结论
本文研究了一类由分数阶微分方程描述的系

统的能控性和能观性问题．利用两参数的 Mittag
－Leffler 函数和Cayley －Hamilton 定理�推导出了
此类系统的能控性和能观性的充分必要条件�得
到了相应的能控性和能观性的判据．由分数阶微
分方程可得到系统的分数阶状态空间表达式�当
分数阶系统的能控性判别矩阵 M秩为满秩时�分
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数阶系统是能控的；当分数阶系统的能观性判别
矩阵 N 的秩为满秩时�分数阶系统是能观的．所
得结论对于分数阶线性控制系统的分析与综合都

是有益的．本文只是涉及了分数阶线性定常控制
系统�关于分数阶线性时变控制系统的能控性和
能观性�是值得继续进行研究的内容．
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