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摘要：通过将二维任意形状散射体的声子晶体单元离散化，采用数值积分的方法，解决了其结构函数

求解中的积分问题，从而改进了现有的平面波算法，使之能够计算二维任意单元结构正方晶格声子晶体

的带结构．通过对比采用传统的以及本文中改进的平面波算法分剐计算得到的规则单元结构声子晶体

的带结构，验证了文中算法的正确性．采用文中改进的平面波算法，可方便地对二维声子晶体的单元结

构进行拓扑优化，从而改进其带隙特性．
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0 引言

近年来，模拟天然晶体原子排列的人造周期

性复合结构中经典波(电磁波和弹性波)传播的研

究受到广泛关注[1。]．介电常数(弹性常数)周期

性分布的复合结构被称为光子(声子)晶体[1 J．当

电磁波(弹性波)在受到介电常数(弹性常数)的周

期性调制时，可能会产生光子(声子)带隙，即一定

频率范围的电磁波(弹性波)的传播被抑制或禁

止．光子(声子)晶体的这种特性具有极大的理论

价值和应用前景．

对于声子晶体，甚至在较为简单的各向同性

介质中，也存在多种决定弹性波传播的参数(质量

密度和两个拉梅常数)，所以声子晶体带隙特性的

研究较光子晶体更为复杂和具有丰富的物理内

涵；另外声子晶体在无源隔音、精密机械平台减

振、声滤波器等新型声学功能材料方面具有广泛

的应用前景．因此，声子晶体带隙特性的研究正在

成为一个新的热点L2。J．

现有的声子晶体带隙计算方法主要有平面波

展开法(PWE)【2“J、多散射理论(MST)【5，6]以及时

域有限差分(FDTD)L7J方法．其中，FDTD算法适合

计算任意有限尺寸复合结构的弹性波传输特性，

但无法计算声子晶体的带结构；传统的PWE方法

应用最为广泛，易于理解，且计算相对简单，但其

仅适合对规则单元结构的声子晶体带结构进行计

算，对于任意单元结构的声子晶体，由于结构函数

难以推导，因此无法进行带结构的计算；MST方法

既可以计算声子晶体的带结构，又可以计算有限

尺寸复合结构的弹性波传输特性，但其理论推导

复杂，而且目前只限于处理圆柱L6j及球形散射

体【5 J单元结构的声子晶体，应用上存在很大局限．

本文采用数值积分的方法，在保证一定精度的前

提下，通过将任意结构的声子晶体单元离散化，将

积分转变为求和，解决了其结构函数求解中的积

分问题，从而改进了现有的PWE算法，使之能够

计算任意单元结构二维声子晶体的带结构．通过

对比采用传统的以及本文中改进的PWE算法分

别计算得到的规则单元结构二维声子晶体的带结

构，验证了文中算法的正确性．使用文中改进的

PWE算法，可方便地对二维声子晶体单元结构进

行拓扑优化，从而改进带隙性能．

1 弹性波波动方程及其平面波展开

对于一个各向同性的介质而言，其二维弹性

波波动方程为[8】

孥：上一v(P—v uz) (1)—■=——l“u‘， ‘l J
at2 P

。。。 ⋯ 、7
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掣=古{毫(A裂)+毒[p(蓦+3d勺ut)]}(2)
式中：．『，Z代表坐标菇或Y．∥(髫)为位移矢量H

的_『分量；』D为介质密度；A和P为介质的弹性常

数——拉梅常数．

由于材料参数具有二维空间上的周期性，可

按傅里叶级数展开为

厂(，)=泓e鼢7 (3)

其中：，分别代表』D，A和产，，={茗，Y}为位置矢

量，G：{G，q}为倒格矢．其傅里叶级数系数^

为

fG=S—ld2rf(，)e‘i伍’ (4)

其中：S为原胞的横截面积．

由于方程式(1)、(2)中的所有系数均具有相

同的周期性，因此根据Bloeh定理[9I，其解的形式；

可写为

M(，，t)=UI(r)e‘(‘”“’ (5)

其中k=(k；，k，)为波矢，波矢的方向表示

波传播方向，大小表示波传播方向上单位长度上

的滞后相位．叫为波的角频率，耻‘(，)为与材料参

数具有相同周期的周期函数，同样可展开为傅里

叶级数形式

取^(，)=∑HI+Ge衙7 (6)
G

将式(4)、(5)、(6)代入式(1)、(2)中，可得

一叫2uz+G：∑』D云!办矿卅·(露+G’)·
∥．矿

(露+伊)u磊c， (7)

和

∞2以+c：∑{∑ID否!口[A口卅(七+G’))j(七+

伊)』+／Zc．_c,(k+G7)J(k+伊)z]u：+c，+

∑[J0云!刚口一口∑(七+G7)。(丘+伊)。]以柑}

(8)

式中：_『，z，n代表坐标茹或Y．式(7)和(8)为对无

限多个倒格矢的求和，G7，伊分别为在例格式空

间取的不同值．本文中用Ⅳ个倒格矢的和来代

替．这样方程变成含有N×N个矩阵元的本征值

方程，通过给定第一布里渊区(BZ)内的波矢k，

可以采用数值计算的方法来求解声子晶体的带结

构．

2 任意单元结构的结构函数积分求解

传统的PWE算法所计算的二维声子晶体一

般具有规则的单元横截面形状，如圆柱[2，31和方

柱[4|．对于这些规则形状，可以根据式(4)较为简

单地求出其结构函数，进而求解相应声子晶体的

带结构．

图1所示为二维正方晶格声子晶体的一个原

胞，由基体材料B和散射体A组成，其中，散射体

形状任意．显见，对于如图1所示的任意单元结构

的二维声子晶体，无法直接求解其结构函数，也无

法进一步求解其带结构．
y

縻 多
jj≥、印 工

B漤i蓼
口

图1 含有任意形状教射体的二维声子晶体单元结构

Fig．1 Lattice structure of the two-dimensional phononic

crystals with scatters in arbitrary shape

由式(4)，我们可以得到图l所示的含有任意

形状散射体的二维声子晶体单元结构所对应的傅

里叶级数系数矗为

矗=S_1I d2rf(r)e-i函7=s。(^一^)Id2re。i
6‘7

■ o

A

r

+S-IfB l d2re—G’7 (9)
0B

其中：^和^表示介质A和B中的弹性常数或密

度．当G=0时，式(9)可写为

厶=S。1(^S^+^SB) (10)

其中：S^和SB分别为介质A和B的面积．

当G≠0时，式(9)第二项为零，由此可得

^=S。(^一^)P (11)

其中为对应散射体A的结构函数，可写为
r

P：l d2re一昏7 (12)
‘

对于任意形状散射体A，可按图2所示将其离

散化，并使用肘个矩形(Rl’．一，尺。，⋯，R脚)填充，

这样有
^f 4

P=∑I d2re。1函7
～1 t
M’m+，m Ym+?AYm

#∑I dz I e。‘印岬’dy(13)
m21|：#． y：y．
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即

尸=

妻i塑塾掣心：0,Gy≠o)U⋯ ，1 ’、”z— f”7

妻i坐坐等竺型心≠0,G，_o)_。 ，1 ’、uz产 y—u7

§ 曼：!!!：塾!(!：!!兰二1 2(!：!!兰=1 2
鲁I— GS，

j

m= uJuy

(G≠0，G≠O)

(14)

图2任意形状散射体A的横截面图

Fig．2 Cross section of the scatter A in arbitrary shape

此外，当G=0时，式(10)中JsA和SB可通过

图2中矩形面积和来计算得到．

由此，将式(14)、(10)代入式(9)，我们就可采

用数值方法，计算得到任意散射体形状二维声子

晶体的单元结构函数，进而根据式(7)、(8)即可

计算得到其带结构．

3 数值计算结果及比较

为了验证文中算法的正确性，我们分别采用

传统的以及文中改进的PWE算法对图3所示二维

正方晶格声子晶体的带隙特性进行计算，并对其

结果进行比较．

图3 二维正方晶格典型声子晶体横截面图

Fig．3 Cross section of the typical two-dimensional

phononic crystals with square lattice

图3中=方向垂直于纸面向上，A为基体材料

B中插入的圆柱，圆柱体半径R=8 mm，平行于z

轴周期排列，间距n：20 am为晶格常数．其中，

介质A为Pb(铅)，B为Epoxy(环氧树脂)，材料参

数为：PPb=13 600 kg／m3，APb=4．23×1010Pa，PPb

=1．49×10m Pa及IDEp0，y=1 180 kg／m3，AEp0。y=

4．43×109 Pa，户Ep0。y=1．59×109 Pa．

图4所示即分别采用传统的以及文中改进的

PWE算法计算得到的图3所示声子晶体的带结

构，图中实线和虚线分别为采用文中改进的PWE

算法的计算得到的石一Y模式和z模式色散曲线，

圆圈和三角形分别为使用传统PWE算法计算得

到的z—Y模式和z模式色散曲线．其中，两者均

引入了441个平面波，同时，改进的PWE算法将声

子晶体原胞离散为100×100个点，并引入47个矩

形来描述其散射体．可以看出，两种方法的计算结

果吻合很好．图4中阴影所示完全禁带产生于30

～38．7 kHz和46．9～51．7 kHz．

图4图3所示二维声子晶体的带结构

Fig．4 Band structures of the phononic crystals in Fig．3．

4结论

通过引入数值积分的思想，改进了平面波展

开算法，使之能够计算任意单元结构二维声子晶

体的带结构．通过算法对比，充分验证了文中改进

的平面波展开算法的正确性．该算法为二维声子

晶体单元结构的拓扑优化提供了必要的手段．
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Calculation of Band Structure in Two—dimensional Phononic

Crystals with Arbitrary Scatters

WANG Liu—yunl，XIONG Bin—shen91，WANG Xin92

(1．School of Mechanical Sngineefing，Zhengzhou University，Zhengzhou 450002，China；2．Base Department of Air Defence Command

CoUege，Zhengzhou 450052，China)

Abstract：With the discretization of one lattice witlI scatter in arbitrary shape inside two—dimensional phononic

crystals，the integral problem in the calculation of structural functions is successfully solved with a numerical inte-

gral method．Thus，an improved plane—wave expansion method is proposed for the calculation of band structure in

two—dimensional phononic crystals诵tll lattice of scattem in arbitrary shape．Using traditional and improved plane

—wave expansion method respectively，we calculate the band structures of same two—dimensional phononic crystals

witll regular unit structure．The two calculation results are in good agreement．which validates the correctness of our

method．The special ability of the improved method will be especially helpful in the topological optimization of unit

structure in phononic crystals．

Key words：phononic crystal；elastic wave band gap；plane—wave expansion
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