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薄壁箱梁振动时的剪力滞效应
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摘要：提出了薄壁箱粱强迫振动剪力滞效应分析的理论方法．用变分原理推导了考虑剪力滞效应的

箱梁强迫振动时的微分方程、边界条件，建立了方程解的差分格式，论证了差分格式的稳定性、收敛性，

并用Matlab编程实现．在数值求解时由于粱的竖向位移和反映剪力滞的翼板纵向最大位移差函数之间

存在耦合，有限元法中必要的假设形函数反映不出耦合关系。所以采用了适应性更强的有限差分法．结

果表明，薄壁箱粱振动时剪力滞效应是明显的。使跨中位移响应和上翼板与腹板交接处应力响应幅值明

显增大．
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0 引言

剪力滞后现象在公路桥梁中是很受关注的力

学问题，静载作用下薄壁箱梁剪力滞后效应的分

析已经比较完善，并应用于实际工程，但在桥梁振

动分析中，剪力滞效应影响的研究还很少．

文献[1—2]用解析的方法研究了剪力滞效

应对简支箱梁、连续箱梁自振特性的影响，得出剪

力滞效应使梁的动力刚度有较大降低，同有频率

计算值减小的结论．但其的方法仅限于研究自振

特性，不便应用到强迫振动，难以解决实际工程问

题．本文试研究剪力滞效应对薄壁箱梁振动的影

响，提供任意荷载时程作用下的差分解．

1 振动控制微分方程

本小节首先用哈密尔顿原理推导考虑剪力滞

后效应的箱梁振动控制微分方程、边界条件、初时

条件．箱梁的截面示意图如图1所示．用W(互，t)

和u。(菇，Y，t)分别表示箱梁的竖向位移和上下翼

板的纵向位移。并假定：

“埘∽，鼍{鹄≯+【(卜南)
u(z，t)I} (i=l，2，3) (1)

式中：u(戈，t)为翼板最大纵向位移差函数；z．为

翼板跨形心的距离．考虑剪力滞时截面上下翼板

法向应力为：

旷考=EZ。∽州，+⋯一南卜叫)
(i=I，2，3) (2)

1．1振动系统的各项能量

1．1．1 箱梁应变能

上、下翼板和腹板的应变能之和为：

y=÷J：E伽t缸+虿I J。t刖．Ii3埘V+11,'2)d髫
+乏I J['。t59弘C u2d戈 (3)

式中：第一项为腹板的应变能，第二、i项为考虑

剪力滞效应时翼板应变能．目．：

，=，．+，，，I。=1。。I+I。。2+，出

¨(等+等+每)艏 ㈩
，川=2t。blz：，，越=2t2b2Z：

，。b=2t，b3Z；
其中，L为截面惯性矩，其他各符号的含义同文

献[3]．

围1薄壁箱梁示意图

Fig．1 Cross—section of thin—wall box—girder
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1．1．2 箱梁的动能

仅考虑竖向振动动能：

丁=÷J：m(刈)西(刈)2dx (5)

式中：西表示tlJ对时间t的导数；m(戈，t)表示质量

线密度．

1．1．3 外荷载所做的功
一

形=I P(菇，t)埘(戈，t)dx (6)

式中：p(x，t)表示荷载线密度．
1．2 方程推导

由哈密尔顿原理卜51：

5 J(r—I，)dt+I 81r／dt=0 (7)
Jtl Jtl

将式(1)、(3)、(5)、(6)代入式(7)，由变分

原理，可以得到振动控制方程、边界条件、初始

条件．

控制方程：

mib+(E伽”)”+}(E，。“’)”=P(石，￡)(8)

詈等H一丢(EITsut)’一寻(El w")’=。(9)
边界条件：

【(Elw⋯+3(El u')’】跏}I：o，，=o

(胁”+3EI u"Pb。=o (·。)

(3El w"+9融“’)剐b，=。
当两端边界条件都是简支时，式(10)变为：

6w’I，=0．z=0

(E胁”+3El,u')b。=。 ⋯)

(3El,w"+9肼。u，)l圳广。
’

初始条件：

叫(戈，t)=加‘(戈) (12)

tit)’(算，t)=鲫～(石) (13)

式(12)一(13)中的埘‘(互)、f．O。(菇)为箱梁

初始位移和速度．

2方程的差分解法

显然，方程式(8)一(13)难以找到解析解．又

由于tt，(x)和u(互)存在耦合，若用有限单元法来

找数值解，则假设的形函数难以反映1,0(算)和

u(茗)的耦合关系，文献[6—7]在得到剪力滞、剪

切变形双重效应影响下微分方程初参数解的基础

上。推导出了单元刚度矩阵，能够精确地反映

幻(聋)和H(戈)的耦合关系．但是，这是针对静载作

用下剪力滞效应分析的．在本文中，由于m／b的存

在，难以用初参数法找有限单元法的刚度矩阵和

质量矩阵．

差分法是解特殊方程的有效方法，笔者用差

分法计算方程式(8)～(13)的数值解．
2．1 差分格式

设求解区域为咿={(名，t)1 0≤石≤z，0≤t≤

丁I，其中f为梁长，丁为求解终止时间．在求解区

域作等距的矩形网格，时间步长为丁，空间步长为

h，则：

算j=jh(．『=0，1，2，⋯．，) (14)

t。=忍r (凡=1，2，⋯Ⅳ) (15)

式中：J=l／h，N=∥下．并令

∞?=埘(茗，，t。) (16)

址?=Ⅱ(茹i，f。) (17)

在方程式(8)～(9)以差分代微分，可得差分

方程为：

埘；“=2wj一"?～一A[‘+：伽；+：-2(‘+。+‘)加；+。]一

A[(‘+。+4‘+‘一．)町一2(‘+‘一。)硼j一。一‘一。埘j，：]

一音^A[，，J+．F+：一(-+。+2，|，)“；+-]一

}A[(”。¨¨)“j—k。衅．】]+譬
(J=1，2，⋯，，一l；忍=2，3，⋯，Ⅳ) (18)

詈孓L哆一缸，I，_地．+-即‘吼]_
j【，J，+．妒+z一(2-+。+‘)矿+-+(-+，+2I)嵋一，J，吖一，]
=0

U=1，2，⋯，．，一1；n=2，3，⋯，N) (20)

由式(11)，可得简支时边界条件的离散形式为：

llJ：=0(21)

|￡，：=0(22)

，0(印?一2wo。+埘：，)+寺以。(Ⅱ：一u：)=0
(儿=1，2，⋯，N)(Z3)

，J(彬；+-一2坩；+彬；一-)+jM，(““J一“；一-)=0
(n=1，2，⋯，N)(24)

百7叼L似n-～2wo+彬2-)+亩氓(“?一“；)=00
'

(n=1，2，⋯，N)(25)

it，(鲫；+·一2鲫：+彬；．-)+云Mp；一玑1．-)=0
2 o

(疗=1，2，⋯，Ⅳ) (26)

初始条件的离散形式为：

叫≯叫’(0)

警=埘弋_)
(27)

(28)

 万方数据



124 郑州大学学报(工学版) 2008年

式(18)中：A=Er2／(mh4)．

2．2求解步骤

令 W4={1t’：I，∞：，埘：，⋯伽：，t1)』n+。l 1。

U”=}Ⅱ；，Ⅱ?，⋯，Ⅱ；一。，“；}1。已知w”、￡厂“时，求解

W“1、U一1的步骤如下：

(1)由式(18)求解1l}：“，伽；“，⋯卯，it一+：；

(2)由式(21)、(23)求W：”、硼；”；

(3)由式(20)、(23)～(26)求解埘：：1、似；：：
及矿”．

在步骤(3)中有．，+1个变量，式(20)、(23)

一(28)有‘，+1个方程．

笔者基于以上过程编写了Matlab程序，程序

计算结果见第3小节．

2．3差分稳定性和收敛性探讨

先用Fourier方法冲。讨论下式所示差分格式

的稳定性．
n+I ^ n n一1

wj
2
2wj—wj

—

A(彬，n+2—4似?+，+6础?一4础?一I+乱。n一2) (29)

由推导过程可知：式(29)是不考虑剪力滞的箱梁

振动差分格式．

这是一个三层差分方程，先化为等价的二层

差分方程组：

f嵋”=纠一哼一A(吖+2-4叶n+，+叫一叫一。+衅一：)
i哆：矿一l

(30)

令【，?={埘in，t，川n 7，上式可以写成矩阵的形

式：

叼+I=[：一-。I】町+【：A：】(”+。+吖。：)+
【苫淞‰帆+㈠6A：U；

(31)

在式(31)两端作Fourier积分，可得差分格式的增

长因子为：

G(ck，=[；：：】+[一言：(e2khi-I-e-2khi，+
【苫三 ’／thl，+【iA三】
『2—16Asin4(kh／2) 一11

2【 1 0 J
(一∞<k<∞) (32)

由Von Neumann判别准则，式(29)的差分方

程稳定的条件是当丁≤．r。时，对所有的屉∈R有：

P(G(f，k))≤1+肘r (33)

式(32)中的p(G(．r，毛))为G(f，k)的谱半

径，M为常数．下面证明式(32)在r足够小时条

件成立．当h一定时，取足够小的r，则口=16A

$in2(kh／2)≤16A为足够小的正数，使得：

胛㈠川=f卜争知蕊I：11一号±压硒f
=√(-一玎+丝竽=·≤·+Mr．

所以，式(29)所示差分方程稳定．

对于式(18)一(28)的差分格式，其稳定性的

关键是式(18)的稳定性．可将式(18)中的“：一，，

Ⅱ?，⋯，u?+：表达为仲2，，仞：，⋯，埘；+，的线性组合，

由以上相同的过程可推知式(18)的稳定性．并且

对于式(18)一(28)这样的线性差分格式，其差分

格式的稳定性是其收敛性的充要条件，所以式

(18)～(28)的差分格式也是收敛的．

3 算例

将翼板与腹板交接处的剪力滞系数定义为：

．。 考虑剪力滞效应时的应力最大值盯。。。
一

不考虑剪力滞时的应力最大值盯：．。

一简支箱梁截面如图2所示，跨径是30 in，

弹性模量E：3．5 MPa，材料密度P=2．5 X 103 ks／

m’．给定的初始条件是：叫‘(z)=0(0≤x≤Z)，

W。(石)=0(0<石<Z)．荷载是突加均布荷载，荷

载密度P=500 kN／m，计算忙0—2 s时的位移和

应力时程，并计算剪力滞系数．取r=0．0 003 S，h

=2 m，计算结果如表1、2和图3所示．

2 550一 一
5 100 一 ．2 550一f．

I‘

o
u’『

—螋 一 量盟 “孥

．丰

一
5 900

一 曼f

图2截面尺寸(单位：mm)

Fig．2 Size of cross—section(Unit：mm)

表l 跨中竖向位移响应最大值

Tab．1 the maximum value of vertical displacement

response of mid—span

表2跨中截面上缘翼板与腹办交接处应力响应最值

Tab．2 the maximum value of stress response at intersection

point of top wing Plate and web plate of mid—-span
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跨中截面翼板与腹办交接处剪力滞系数A。

为：14．483 3／12．584 1=1．150 9．可见，在薄壁箱

梁振动时剪力滞效应现象不可忽视．

量
雅
趔

时间／s

图3跨中截面位移时程

Fig．3 Vertical displacement response of mid—span

一
山

墨
R
倒

时间／s

图4跨中截面上缘翼板与腹板交接处应力时程

Fig．4 Stress response of intersection point of top wing

plate and web plate of mid—span

4 结论

(1)笔者用变分原理推导了考虑剪力滞效应

的箱梁振动微分方程、边界条件，建立了方程解的

差分格式，论证了差分格式的稳定性、收敛性，最

后编写了相应计算程序，为箱梁在外荷载作用下

发生强迫振动时剪力滞效应的考虑提供了可能．

(2)计算结果表明在薄壁箱梁振动时剪力滞

效应使跨中位移时程和上缘翼板与腹板交接处应

力时程的幅值明显增大，剪力滞系数1．15，不容

忽视．
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The Research of Analysis Method of Shear Lag’S Effect Oil Forced

Vibration of Thin—-wall Box--girder

LIU Jian—xin，MA Lin，HU Qing—an

(Wind Tunnel Laboratory，Chang’all University，Xi’an 710064，Shanxi，China)

Abstract：The method of the analysis of shear lag’s effect on the forced vibration of thin—wall box—girder

are put forward．Box—girder's vibration differential equations are deduced with calculus of variation，which

considers shear lag’S effect and boundary conditions．Difference schemes of the equations are set up，and sta—

bility and convergence of them are further testified．The method is achieved through Matlab programming．

There is the couple relation between beam’S vertical displacement and maximum longitudinal displacement

difference function of beam’S wing plate．Because assumed shape function necessary to the finite element

method can not reflect the couple relation，the finite difference method，which is capable of adapting to com·

plicated equation，is adopted in mathematical solution．The results show that shear lag’S effect on the vibra—

tion of thin—wall box—girder is bbvious，which makes vertical deflection response and stress response of top

wing plate and web plate at mid—span larger．

Key words：box—girder；shear lag：vibration：calculus of variation：calculus of differences
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