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三维热弹性接触问题的互补方程及有限元解法
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摘要：通过定义接触面滑动屈服函数和流动势函数，得出了热接触边界的互补方程．基于虚功原理和

接触单元技术。推导了熟应力作用下三维弹性接触问题的有限元方程，在该方程中引八了接触伪荷栽，

以反映接触状态变化对荷栽项的影响．在迭代求解过程中采取每作两次迭代进行一次加速的策略，显著

提高了求解效率．
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0引言

热接触问题的接触状态随温度分布和变形状

态而改变，在热接触下进行热力学分析必须考虑

热与可移动接触边界间的耦合作用．Johansson

L⋯较早用有限元法对热接触问题进行了系统研

究，并给出热接触问题模型的数学描述；Wriggers

P¨’给出热摩擦接触问题的有限元求解模型，所

采用的计算方法是对两类问题均采用迭代分析技

术进行求解；Jun Park¨1对热接触面给出了以热

流与温度差为变量的互补关系，以互补关系进行

热接触问题的求解；张洪武¨1基于时域的逐步温

度增量分析与参变量变分原理的二次规划算法进

行了热与接触问题两类问题的求解；李润方¨-把

瞬态温度场分析和弹塑性接触分析耦合，用混合

法进行热接触迭代，提出了一种瞬态耦合热弹塑

性接触有限元分析方法．笔者在推导热接触边界

互补方程的基础上，建立了三维热接触问题的有

限元方程，在该方程中引入了接触间隙伪荷载，以

反映接触状态变化对荷载项的影响，并制定了热

接触边界的加速求解策略，大大提高了计算效率．

1 三维热弹性接触问题的互补方程

当两接触体以、以。有相对滑动趋势时，接触

表面就有摩攘力产生，且满足Coulomb定律．在可

能接触边界J’：’’(上标卢=A，B，下标C表示接

触)，假定当前状态下的位移为H。=[u∥ Ⅱ∥

扯，’]’，u：脚，M≯为两接触体的切向位移在s，t方

向的两个分量，u≯为两接触体的法向位移；接触

力为R。=[尺，足。R．]7，R。，R。为切向摩擦力在

5，t方向的两个分量，R。为法向力，R。≤0，两接触

体间的接触间隙为占。，下标n，s，t分别代表接触

面局部坐标系rgst中的3个坐标方向．定义接触面

滑动屈服函数圣和流动势函数g：

庐：JR：+R：一p2A2n≤o
【R。≤o

r尺：+R：

铲iR。
式中：弘为摩擦系数．

以接触压力为轴，建立接触压力空间坐标系，

易知滑动屈服面在可能接触边界r∥上，形状为

圆锥面，圆锥顶角为摩擦角．接触压力只能位于圆

锥面内或圆锥面上，而不能位于圆锥面外．对圆锥

面逐次线性化，得到一个分片近似线性滑动摩擦

锥，如图l所示．

滑动屈服函数中和流动势函数g转化为：

咖‘=【CO$a．，sina‘，p儿R．，RI，R。]’

i=1，2，⋯，J7＼r

gj=[C08n'i，sina‘][R，，R。]7 (2)

西Ⅳ+l=R。≤O

gH+l=R。

式中：Ⅳ为圆周等分数；理；为摩擦力方向角．
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Fig．1 Linear approximation of yield surface of

contact pressure space

在载荷增量作用后，假设接触体相应的位移

增量和接触力增量分别为du。=[du， 也：脚

du，’]’，dR。=[拉，积。积。]7，则接触相对位

移如。为：

蛾=[de：如?如：]’=[du：du?du：]7一
[如?du?du：]7+[0 0 6。]’ (3)

把如。分解成弹性相对位移增量如：和滑动

相对位移增量如：两部分M】，则： ·

如。=de：+如： (4)

接触力增量dR。与弹性相对位移如：增量的

关系为：

dR。=D。dg：=D。(d占。一d占：) (5)

式中：de：=(OglSR。)A，g=[gI 92⋯gⅣ+1]’，Og／

aR。代表相对滑移方向，A=[A， A：⋯A，+，]’，为

滑移参量．D。=diag(层E E)，D。为接触面弹

性矩阵。E为罚因子．

将接触边界条件用滑动屈服函数和滑移参量

表示，得接触边界的互补方程：

咖。A‘=0，Ai≥O，咖i≤O(i=1，2⋯，N+1)(6)

因而，三维热接触耦合问题可用数学表达式

描述为：

平衡方程

do"口，『+d6‘=0 (7)

几何方程

如Ⅱ=(也iJ+duj．‘)／2 (8)

本构方程

do"d=D城I(如“一卢HaT) (9)

在，，’上的位移满足边界条件：

也P=d西≯ (10)

在一肿上的力满足边界条件：

如∥玮∥=dP≯ (11)

在J1：脚上满足接触边界条件：

dR。=D。[如。一(OglOR。)A]

西t+Vt=¨
(12)

v‘J】L‘=0，
’

A‘>10，l，‘≥0 (i=1，2⋯，Ⅳ+1)

式中：如。，为应力梯度增量；db；为体积力增量；

do-。，如。分别为应力增量和应变增量；du。为位

移梯度增量；D训为弹性系数；阢为热膨胀系数；

dT为温度增量。根据传热边界条件”1及接触传热

的有限元方程哺1确定；du；为位移增量；d瓦，d芦；

分别为给定的位移和面力增量；n为边界外法线

方向；l，为松弛变量．

2三维热弹性接触问题有限元解法

2．1 热应力作用下三维弹性接触系统有限元

方程

设有虚位移Odu。，在，。上满足Odu；=0，将

它与式(7)相乘并在区域n内积分，有
， ，

L+俨d盯口J毋duldn+J∥+asdb,0d毗d以=0
(13)

由Green定理：

L+俨曲qjOdu,dr2
2

Lr。如un；OdufdF—

L+asd。rqOdul,jdgi (14)

式中：，包括接触边界J1。，指定位移边界，。和指

定力边界L．

将式(14)代人式(13)，并考虑在，。上Odu：

=0，在，p上do"Ⅱni=dPj，得：

L+俨曲口舢氓J加一Jr +odRdOdu,dF

I ．dP‘Oduid厂+J dbiOdu‘d正2(15)
jr；+r； J甜+讲

将式(15)代人式(14)，得：

L+n|D洲(d占“一卢“dT)Oduqdr2+J，Dcde：

Oduid，=I D。(Ogi／OR。)A‘Oduid，+
，，’。

Jrj哪妲舢毗盯+L∥db,Odui硼(16)
求解热弹性接触问题应该是在式(12)的约

束下求解式(16)．将区域力用八节点等参单元离

散，在可能接触区覆盖上八节点接触单元¨1，接

触单元的几何形状与基体基本单元形状一致，节

点与基体单元表面的节点相同．设单元总数为

凡。，接触单元总数为／／,。，自由度数为n。．

根据第，个节点位移∥和单元应变一、接触

节点对的相对位移彰和接触单元的相对位移Z

的关系，有：

gI=酣记

Z=^r，(《+毽) (】7)
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式中：∥为应变矩阵，肥为接触单元的形函数矩

阵，碰=[0 0鼓]．

引入单元位移向量一及接触单元位移向量

以，总体位移向量矗的转换矩阵T：，T：，可得：

|I，=T：豇 彰=T：也 (18)

将式(17)一(18)代入式(16)，并将相关参数

以增量形式表示，得接触有限元方程：

[gdu=日A+dP
{ ne ～ (19)

【dP=∑峨一∑d心
du=置“[HA+dP] (20)

式中：K为总刚度矩阵，置=∑一+∑砭∈

R、“。，F为第J个单元的刚度矩阵，∥=

(f r∥∥∥zdn)，其中D为弹性矩阵；砭为
4nj

第J个接触单元的接触刚度矩阵，砭=

(f哆矿肥r：dr)；日系统势矩阵，H=
’n

；(L矿以(碰(差))1必dF)，其中以为第J
个单元的滑移参量Ⅳ与总体A之间的关系矩阵，

∥=r．5A；d只=(f《Ⅳ，珑Ⅳ，r,,gdr)，Tt为彭
oq

向接触间隙全空间艿。的扩展矩阵，硭=￡艿。．dF,

为外载荷向量增量，d一=f_F旷d6d以+

I t妒L矿秽BaT、地+I F矿西ar。其中耐
J口 J，1

为形函数矩阵；d只为接触单元初始间隙引起的

伪载荷向量．

2．2滑移参量的确定

将接触面屈服函数币。(i=1，2⋯，n+1)作一

阶Taylor展开：

‰。碱+I+等姐．碱0+I+
E(d8。+占。一AⅣ+I)

印虮堕aR,町竺aR,蛳》。叫+
E(cosaid占。+sina‘d口。一A1)+—龌(d占。+

艿。一AⅣ+1)(i=1，2，⋯。球) (21)

令币：=币?+E(COS￡lg‘d8。+sina‘d窖。)+邸

(如．+艿。一A．+I)，

西0+l=西：+l+E(如。+占。)

根据式(6)、式(21)得：

fO (若科+。≤O)

～“一1截+。／E+d占。+艿．(若科+．>o)
(22)

，0 (若辔≮0)

Ai={毋：／E+(C080／jde．+sinaideI)+
I p(如。+6．一A。+I) (若唾’>O)

从式(22)可以看出：A依赖于两接触体的相

对位移增量ds，相对位移增量由接触体的温度场

和接触压力所决定．

2．3 热接触问题的迭代求解策略

物体的温度场将导致热变形，这种热变形将

和弹性变形叠加，使变形分布状况改变，从而使接

触状态改变．反过来，接触状态改变，接触压力变

化。从而影响接触区域附近的温度场．因此，热接

触同题的温度场、位移场和应力场是相互耦合的，

单纯采用耦合迭代算法求解，计算成本较大，因此

引入Steffensen加速迭代策略．具体如下：

定义算子沙：

砂(dH)=K一1[日A(dⅡ)+dP] (23)

由式(20)知，位移增量如就是算子驴的不

动点，其迭代格式为

du‘“1’=廿(du‘‘’) (蠡=1，2，⋯)(24)

因此热接触问题可用不动点迭代算法求解．

对于不动点迭代工‘“”=J1(X‘‘’)，可采用

Steffensen构造的加速迭代格式"】：

】，‘"=F(∥‘’)

竺=’(∥√q：(25)∥⋯)=∥¨一考瓣
从式(25)可以看出，Steffensen算法是每作两

次迭代进行一次加速，将其用于不动点迭代式

(24)，可以得到热弹性接触问题加速迭代算法：

1)令矗=0，计算初值du¨’=K“dP；2)令i=0，

x“’=du“’；3)利用式(22)计算^“’；4)计算位

移增量如¨“’=置“[HA¨’+dP]；5)令i=i+

1。石‘‘)=如(‘+”；6)令i=2。du(‘+1)=工‘们一[x《‘)

一置‘o’]2／[x‘¨一2X‘1’+z‘o’]；7)若I如‘“¨一

也¨’l≤0．001 I如¨“’l，迭代结束；否则，令_j}=蠡

+1，若i=2，返回步骤2)，反之，返回步骤3)．

在出的迭代求解过程中，刚度矩阵形成后保

持不变，迭代过程中每作两次迭代进行一次加速，

可显著提高求解速度．

3结论

在某种假定的接触状态下，按接触传热的非
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线性边界条件求得的温度场会直接影响弹性接触

状态，按弹性接触理论进行非线性分析求得的接

触状态又会改变原来求温度场时假定的接触状

态，因而分析热接触问题必须考虑热与可移动接

触边界间的耦合作用．为了求解这类问题，笔者推

导了三维热弹性接触问题的互补方程及热应力作

用下三维热弹性接触系统有限元方程．在该方程

中引入了接触间隙伪荷载，以反映接触状态变化

对荷载项的影响．在迭代求解过程中采取每作两

次迭代进行一次加速的策略，显著提高了求解

效率．
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Complementary Equation and Finite Element Solution of

3D Thermo-elastic Contact Problem

XIAO Si—pul，XIAO You—gan92，LEI Xian—ruin91，SHI Yul

(1．Department of Mechanical and Energy Engineering，Shaoyang University，Shaoyan9422004。China；2．College ofTraffic and

Transportation Engineering，Central South University，Changsha 410075，China)

Abstract：Throu【gh defining slide yield function and floating potential function of thermo—contact surface，the

complementary equation of thermo·contact boundary was got．Based on virtual work principle and contact ele-

ment technology，the finite element equation of 3D elastic contact system was deduced under the effect of ther·

real stress．The pseudo load brought by contact gap was introduced into this equation in order to reflect the

contact state change．During iteration，after two iteration，one acceleration will be carried out，which will im·

prove calculation etfieieney gready．

Key words：thermo-elastic；contact problem；complementary equation；finite element solution
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