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基于自适应有限元和B样条曲线的结构优化算法
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摘要：基于渐进结构优化算法(ESO)是结合单元误差估计和自适应有限元的结构形状优化算法．采

用B样条曲线描述设计域的边界形状，B样务曲线由作为设计变量的主节点来控制，设计边界的最优形

状通过根据节点的应力水平逐步移动和更新主节点的位置来实现．采用应力恢复和自适应FEM的方法

解决FEM边界节点应力计算精度低的问题。提出一种边界主节点更新算法，将本算法的精度和效率与

解析解进行了对比和讨论．
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0 引言

渐进结构优化算法(ESO)¨o是一个有效的设

计工具，可用来改进和优化结构的设计．它基于一

个简单的概念，即：逐步移除结构中的“低效”材

料，结构将向最优的形状(拓扑)进化旧’．ESO算

法的优化结果存在网格依赖和棋盘格式，优化的

边界存在锯齿形状，需要进一步做光滑处理口1．

最近，有学者提出了一些处理优化边界的锯

齿形状问题的方法，主要途径有：(1)采用固定网

格法(FG)[41．既有的数值分析包仅需简单修改就

可以适应ESO的需要．(2)采用对边界隐式描述

的水平集函数法”·．(3)采用对边界直接的显式

描述方法．较易通过移动网格的主节点或边界的

控制点来显式修正结构形状(拓扑)，有4类方法

可用来对边界描述：FEM边界节点、多项式法、

Bezier曲线和B样条曲线．

Cervera和Trevelyan¨1提出了一种基于边界

元的优化算法，采用非均匀有理样条曲线

(NURBS)描述边界，优化过程基于应力水平，低

应力和高应力区是潜在的修改区域，在迭代中，通

过改变边界的定义来实现结构局部区域的“减”

或“添”．采用边界元限制了其方法的适用面．

Hyun等¨1在对汽车零件优化时，采用B样

条曲线作为边界的描述方法，提出显式描述法来

确定节点的位移．在此类形状渐进优化算法中，以

应力标准为例，确定样条曲线的主节点移动的标

准是该节点在整个优化边界的所有主节点中的应

力排序．有限元方法中应力的计算精度较差，且边

界相比内部节点尤其明显．边界节点应力排序一

旦失真，则优化计算容易失败，这是问题一．由主节

点应力排序，确定需要移动的主节点后，需要进一

步确定该节点的移动方向和移动量，这是问题二．

笔者主要着眼于解决这两个问题，对于第一

个问题，采用应力恢复和自适应有限元的方法予

以解决．对于第二个问题，笔者提出了一种新的边

界主节点更新算法，通过对比解析解及文献，对算

法的精度、效率进行评价．

1 形状优化算法

1．1 B样条曲线

三次B样条曲线二阶可导，有最小的平均盐

率、且稳定，数值上简单易处理，笔者采用三次样

条曲线来描述设计边界．沿着设计边界挑选一组

节点作为主节点，主节点作为设计变量，在形状优

化过程中直接重新定位，而边界上的其他节点则

为从节点，其位置由B样条曲线内插确定．

步骤如下：(1)边界上的节点按照主、从节点

进行归类，端点始终为主节点(如图1)．(2)主节

点的最新位置由形状优化过程确定．(3)根据主

节点构造B样条曲线．(4)主节点间的从节点按

照等距内插确定(如图1)．如此，边界上的所有节
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点的维持可得到更新，同时保证设计边界的光滑

和连续．

图1设计边界上的主、从节点

Fig．1 Master nodes and slave nodes On a design boundary

若FEM剖分时采用8节点4边形单元，则角

节点可作为主节点，而中节点可作为从节点．

1．2优化过程

具体优化过程如下：

(1)定义结构的几何形状．与常规FEM类

似，施加边界约束条件、荷载等，并定义材料属性．

(2)定义优化目标下．

(3)进行首次线性FEM分析，该分析提供设

计边界上的非零主应力分布．

(4)通过SPR算法，对边界节点应力进行恢复．

(5)逐个单元计算单元误差指数，如果任何

单元的误差指数叼。大于预订的值而，则需要对单

元进行重新剖分．

(6)根据主节点的应力水平计算主节点的移

动矢量，从节点位置由B样条曲线内插决定．

(7)重复以上从(3)开始的迭代，直到优化指

标SR满足：

SR≥r (1)

1．3节点应力恢复的SPR算法

在优化迭代过程中，边界的最优是通过主节

点坐标的移动和更新来逐步实现的，主节点的移

动距离由节点应力和边界最大应力之比确定，因

此，节点应力的计算精度及最大应力的位置对于

优化的效果至关重要，以位移作为求解基本未知

数的FEM得到的应力是片状连续，且最大应力一

般决定优化的迭代过程，而最大应力一般位于边

界上，对于FEM而言，边界上的应力计算一般精

度最差．

最近，一些学者提出采用应力恢复算法来获

得较为精确的光滑和连续应力场，其中由Zienk·

iewiez等¨o提出的SPR算法应用较多．笔者也将

采用SPR算法．

1．4误差估计和自适应有限元

在优化迭代中，随着主节点坐标的更新，网格

常变得扭曲，为防止网格过度扭曲而影响应力的

计算精度，笔者采取自适应有限元方法予以解决．

为此，首先定义一个评价网格好坏的指标(即误

差指示器，Error estimator)．

笔者采用能量范数形式的单元误差，即

E=[÷¨矿‘}_⋯)7[c]-l(矿}-
，{

{盯})dll I‘ (2)

式中：{矿}为有限元的应力解；{or‘}为光滑处理

后的应力场；[c]为本构矩阵．

总误差为

E=(∑E：)丁 (3)

单元的相对误差为

仉2雨{≥而 ∽’

式中：

s=[丢，iTr[c 3-liTdn】2 (5)

Q=∑Q。 (6)

一般取0．05作为单元相对误差的上限，如果

某单元的相对误差大于该上限，则该单元需要重

新加密剖分．

1．5主节点坐标更新标准

笔者采用的主节点坐标更新标准为：任何迭

代步中，若某主节点的切向应力iT涮。满足下式，

则该节点必须更新其坐标：

IT。。d。≤盯村 (7)

O'rey=kj+l·盯。。 (8)

kj+l=一+△砖+l (9)

式中：盯。，为参考应力；矿训。为主节点沿着切线方

向的应力；iT⋯为设计边界上的最大切向应力；

磅+。，屯分别是第(_『+1)和_『次迭代时的参考系数；

△．|}⋯是第(_『+1)次迭代时的参考系数增量．

主节点的移动方向笔者采取垂直于B样条

曲线，即沿着边界曲线的法向方向元移动，如图2

所示．

而节点移动距离则由下式计算：

dj：生立坐鱼二型 (9)：=一 I y J

盯"f

式中：d；是第i个主节点的移动距离；，是标量系

数，由试算确定；d⋯是主节点的最大移动距离．

1．6迭代结束标准

笔者选取设计边界上切向应力的最小值与最
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大值的比值SR作为评价算法实际优化效果的指

标，即：

·Masber node 。Slave node

(a)主节点移动；(b)从节点内插

图2设计边界的更新过程

Fig．2 Procedure to update the design boundary

SR：垒 (10)
or㈣

式中：盯曲，or一分别是边界上主节点的最小切向
应力和最大切向应力．

显然，若5尺趋向于1．0，则设计边界的切向

应力更均匀，优化效果更佳．一般，可指定一个值

来控制优化迭代是否结束，笔者取f=0．98．在迭

代过程中若： ．

SR≥r (11)

则可认为优化算法趋于收敛，迭代结束．

2 算例

将选取双向受力的无限大板中小孔的结构优

化算例对笔者的算法进行检验，材料弹性模量E=

2 000 N／mm2，泊松比为0．35，板厚1 m，因为对称，取

模型的t／4进行分析，边界和荷载条件如图3所示．

本算例的解析解是小孔边界为椭圆形且长短

轴之比b／a等于荷载比or，／or；，即等于2．0，在孔

周切向应力均匀分布，为7 500 Pa．

本算例中，主节点的最大切向应力作为参考

标准盯。广优化参数设置为：初始参考系数后=

O．70，参考系数增量△后⋯=0．2，或△后，+l=0，d。。

=0．4／=O．5，SR=0．995．若：SRi+l≤SRi，

则：Aki+1=0．2，否则Akj+l=0．

本算例优化需要46次迭代．SR随迭代步序

的变化情况如图4所示，该图表明算法收敛的实

现过程．

归一化后的边界应力分布随迭代步序的演变

情况如图5所示．该图清楚表明，当趋于最优解

时，孔周应力更趋于均匀，迭代结束时，SR为

0．995 4(19"。in／tr。。，=0．794 2×104／0．797 9×104

=0．995 4)．孔周应力与解析解的最大误差为

5．88％(如图6所示)．数值解得到的椭圆长短轴

之比b／a=1．913(解析解为2)，形状误差为

4．3％．以上比较综合说明，本算法得到的结果与

解析解极其吻合．

图3计算模型

Fig．3 The calculating model

步数

图4 SR随迭代步序的演变情况

Fig．4 Evolution of SR as a function of the loop number

：

童
i
b

图5 归一化后的边界应力分布随迭代步序的演变

Fig．5 Evolution of the normalized tangential stress

along the boundary

图6边界切向应力分布

Fig．6 Distribution of the tangential boundary stress

3 结论

笔者提出了一种有效的基于常规渐进结构优
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化算法并结合单元误差估计和自适应有限元的优

化算法，该算法利用ESO的思路，并选择B样条

曲线来描述设计边界，通过逐步移动和更新B样

条曲线主节点的坐标来达到对结构形状的优化．

同时，重点解决了迭代中边界节点应力的计算精

度问题，并提出了一种主节点坐标更新的具体算

法．通过对本算法优化结果与解析解的比较，表

明，本算法的结果精度可靠，且计算效率较高．
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Evolutionary Structural Shape Optimization Based on Adaptive FEM and Boundary

Representation of B—spline ～

GU Sheng．1i1，_．WANG Fu．min92

(1．School of Hydraulic Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China；2．School of Water Conservancy

and Environment，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China)

Abstract：A structural shape optimization algorithm based on the evolutionary structural optimization(ESO)

method in conjunction with element error estimate and adaptive FEM is presented．B—splines are used to de·

scribe the boundary of the design domain；the shape of these B·splines is governed by a set of master nodes

which can be taken as the design variables．The optimal shape of the design boundary with constant stress is a-

chieved iteratively by the movement and update of the position of the master nodes based on nodal stress level·

ing．The result quality，in terms of accuracy and efficiency，is tested and discussed with an analytical solu·

tion．

Key words：evolutionary structural optimization；B-splines；error estimator

万方数据


