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解单调算子零点的Halpern方法的一个收敛率
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摘要：研究解极大单调算子零点的Halpern方法．如果该算子的逆在原点处是Lipsehitz连续的，并且

有关参数适当选取的话，首次给出了该方法的一个收敛率．
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0 引言

设日为实的Hilbert空间，r：日一日为极大单

调算子．考虑下面的极大单调包含问题：找z EH

使得

0∈T(茗)． (1)

邻点算法⋯是解决此问题的一个经典方法．在图

像处理、非线性振荡器行为分析中，它是设计与分

析某些实用快速迭代算法的基础．

但是，在无穷维的Hilbert空间中，邻点算法

所产生的序列却可能是弱收敛的．为了克服这一

弱点，Kamimula和Takahashi[21建议利用Halpern

方法口1来求解这个问题．任取M∈日和初始点髫。

E H，相应的Halpern方法的一般迭代格式为：

0∈Y。一菇。+A。r(Y。)，

菇。+l=OL。M+(1一Ot。)Y。，

其中A。∈(0，+∞)，Ot。∈[0，1)．注意当0t。=0

时，Halpern方法即为邻点算法．而且，他们还给出

了能够保证该方法强收敛性的一组条件：(1)M=

省。；(2)序列{a。)是不可和的，并且它的极限为0；

(3)序列{A。}的极限为+aQ

最近，Zhou等H1提出不精确Halpern方法，它

的基本迭代格式为：

0∈Y。一菇。+A。T(Y。)+e。，

茗。+l=ot。“+(1一a。)(Y。+e。)，

式中：e。是一个误差项．

那么，如何估计这个不精确Halpem方法的

收敛率呢?

笔者借用了文献[5]中的某些技巧，从而证

明了：如果丁的逆r‘1在原点处是Lipschitz连续

的⋯(不妨记r的唯一零点为：)，并且相应的参

数Ot。与A。适当选取的话，那么一定存在一个正

数C>0和一个足够大的自然数K使得：

粤2{忪n叫lI}≤高_o，当，l-++∞，
其中0·0为Hilbert空间中内积<龙，)，)所诱导的

范数II髫0=√(髫，髫)．这是Halpern方法的第一

个收敛率估计．

1预备知识

在这一节中，先给出一个有用的定义，然后给

出并证明一个重要的引理．

定义1．1 如果算子丁～：日_+日的零点存在

且唯一，设为彳，并且存在L>0，6>0，使得

0菇一z 0≤￡II W 0，其中菇∈T一1(埘)，0"0≤a

则称算子r在原点处是Lipschitz连续的．进一步

的讨论参见文献[5—6]．

引理1．1任取O／“0，1]，A E(0，+00)．假设
0 E Y一菇+A丁(Y)+e， (2)

髫=a“+(1—0t)(Y+e)， (3)

其中0 e 0≤盯Il菇一Y 0，盯E[0，1)．则有下列不

等式成立

(a)|I Y+e一。||2≤|I茹一彳0 2—0菇一Y 0 2+0 e 0
2

≤0菇一孑0 2一(1一IT2)II并一Y 0 2； (4)

(b)0；一z 0 2≤II茗一z II 2一(1一盯2)0菇一Y 0
2

+20r(址一：，Y+e一=)+ot2(0“一z II 2—2(u
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一z，y+e—z>)．

证明：(a)可由[4，引理2．3]和II e 0≤盯0菇一，，ll，

矿∈[0，1)直接得到．下面我们仅证(b)部分．由

(3)可知

0菇一z 0 2=8 a(比一：)+(1一a)(，，+e—z)0 2=

(1一a)2 0 y+e一=0 2+2a(1一a)(M—z，y+e—

z)+a2 fI u一彳0 2≤0 y+e—z 0 2+2a(M一：，y+e

—z)+Ot2(0 n—z II 2—2<u—z，Y+e一=))≤

l|茹一=0 2一(1一盯2)0菇一y 0 2+2a(u一彳，y+e

一：)+a2(0 u一=0 2—2(u一孑，Y+e一：))．

最后一个不等式利用了关系式(4)，这样，我们就

完成了这个引理的证明．

2 主要结果

在这一节中，主要研究不精确Halpem方法

的收敛率．

不精确Halpern方法¨1：选取a。∈[0，1]，

A。∈(0，+∞)，盯∈[0，1)，占。jr 0．任取省l∈日，“

E日，序列．[菇。)由下列迭代格式生成：

0 Ey。一菇。+A。7’(y。)+e．， (5)

戈。+1=a。u+(1一a。)(y。+e。)， (6)

并且，II e。0≤o'min{II菇。一y。0，占。}． (7)

下面我们给出并证明本研究的主要结果．

定理2．1 对于不精确Halpem方法所产生

的序列{戈。}来说，若(1)r‘1在原点处是Lipschitz

连续的；(2)序列{a。)是不可和的，并且∑a：<+

∞，P∈(1，2)；(3)lima。=+∞，则一定存在一个正

数C>0和一个足够大的自然数Ⅸ使得：

粤2{忪一叫o}≤了萧。+o，n_++∞
证明：由式(5)、(6)、(7)和引理1．1有

0省。+l一彳Il 2≤0茹。一z 0 2一(1一盯2)0菇。一

)，。0 2+2a。(Ⅱ一z，，，。+e。一z>+a：(0 u一：0 2—

2(“一彳，，，。+e。一：))． (8)

现在我们证2a。(u—z，y。+e。一二)有界．首先我们

给出II y。一彳0的一个上界．由式(5)有

)，。E r一(!阜兰)．
^“

由(7)和假设(2)(3)，依照[4]的证明，我们知道

{茹。}，{，，。}和{e。}都是有界的．因limit。=+∞，则

一定存在一个自然数墨，使得当n>K。时，下面

的不等式：

Il!孚兰o≤艿

成立．根据r“在原点处的Lipschitz连续性：

慨一z II≤L II!誓兰|I．
^n

再由误差准则(7)，我们可以得到

0 y。一z 0≤}(o茗。一，，。0+0 e。0)

≤}(1+旷)o髫。一，，。11． (9)

所以当n>K。时，我们有

2a。(Ⅱ一z，y。+e。一z>

≤2a。0 u—z 0 0，，。+e。一孑0 ≤2a。0Ⅱ一名0

(0 y。一z 0+ll e。I}) i

≤2a。Il M—z o({二(1+盯)+19")0算。一，，。o

=2a。(_l一．s(1+仃)+盯)|l u—z 0 If茗。一y。0．
A8

因为lima。=+∞，矿<1，则存在K2≥K，，使得当n

>K2时

2a。(1‘一z，y。+e。一z)≤2·20r。0 u一彳0 I|石。

一)，。0≤2(a：一’|I省。一，，。l 2+a：0“一z 0 2)．
将此不等式代人式(8)得

II髫。+l一彳0 2≤0菇。一z 0
2

一(1一盯2—2a：’’)0并。一，，。0 2+a：下。．(10)

其中丁。=a：一’(8“一孑0 2—2(u—z，，，。+e。一彳))
+2 0Ⅱ一z fI 2．

由式(9)我们有

I算。一z 0≤0菇。一，，。0+0 y。一z 0

≤(1+÷二(1+19"))0髫。一y。0．

这样，将此不等式代入式(10)便可得到：

8髫。+l一孑|12

≤(1一旦孚尘≥)Il菇。-z II：+
(1+÷(1+盯))
^“

a：r。．

又因为lima。=0，且lim,jL。=+00，则存在肛∈(0，

1)，M E(0，+∞)和K≥K2，当疗>K时并且1一盯2

—2一。2_p≥肛(1+÷(1+盯))， r。≤肘．
^^

从而，当n>K时，下面的不等式必然成立

0嚣。+。一z lI 2≤(1一弘)0髫。一z 0 2+《IIf．

由此可得

0并州一z2≤0髫￡一z o 2一p∑№一z 0 2+

M薹a：·显然，。ra；ii；n。t o戈t—z o 2}的值不会超过
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而南㈥石。叫12+M塞刚．
。 (11)

从假设(2)可知，只要选一个适当的正数c，

我们要证明的结果就可以成立．证毕．

注意：假设条件(2)包含a。=n“这种情形。

却排除了Ot。=n叫以这一情形，然而由(11)直接计

算，我们仍然可以得到Halpern方法的另一个收

敛率，尽管收敛速度较前一种情况要慢．另外，值

得指出的是，我们的分析手法也适用于最新发展

的邻近下降算法，由于推导十分相似，也就不再赘

述了。
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A Convergence Rate of Halpern Method for A Zero of Monotone Operator
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Abstract：A Halpern method for finding a zero of a maximal monotone operator is investigated．The first con-

vergence rate is given provided that the associated inversion operator is Lipschitz continuous at the origin and

the involved parameters al'e properly chosen．

Key words：monotone operator；Halpern method；proximal point algorithm；convergence rate
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