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Rikitake双圆盘耦合发电机系统的动力学行为仿真与分析
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摘 要：推导出了Rikitake双圆盘耦合发电机系统的数学方程，明确了在不同参数下发电机电流与圆盘

角速度的关系，计算了李雅普诺夫指数及混沌吸引子的分维数．讨论了系统的混沌分岔行为和周期窗口

的性态变化及其可能出现的混沌运动形态，数值仿真得到双圆盘发电机模型在一定参数和初始状态下

的混沌吸引子，并分析了系统的对称性、平衡点、功率谱及稳定性等基本动力学特性．这些特性在机电控

制等方面具有重要的理论意义和实用价值，也为解释地磁场逆转问题提供新的思路．
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0 引言

混沌是在确定性系统中产生的不规则运动。

混沌含有极为丰富的信息并广泛存在于各学科领

域．因此，对混沌的研究已成为科学研究的重要分

支．

地磁场在长期变化中会出现极性反转现象，

地磁学家们对此做了大量的研究工作，先后提出

了很多动力学模型来解释这一现象．诸如运动学

发电机反转模型、统计模型、磁流体动力学反转模

型和力学模拟模型(也称为圆盘发电机模型)．在

这些模型中，圆盘发电机模型曾作为最早的地磁

起源及反转模拟起过很重要的作用．圆盘发电机

模型中有单圆盘发电机模型(Bullard，1955)、双

圆盘发电机模型(Rikitake，1958)和N圆盘耦合

的发电机模型(Lebovitz，1959)等¨o．其中Riki—

take于1958年提出的双圆盘发电机模型含有丰

富的混沌现象，对其动力学行为的研究在机电控

制等方面具有重要的理论意义和实用价值．

已有作者采用不同的方法分别对双圆盘发电

机系统的混沌控制和混沌同步进行了研究心J，但

对此系统的动力学行为进行较细致分析的报道还

不多．而该系统的非线性图像、各种动力学行为。

尤其是对系统分岔过程和控制参数的影响分析将

有助于认识和有效地进行混沌控制，

笔者导出了双圆盘耦合发电机模型的数学方

程，讨论了在不同参数下发电机电流与圆盘角速

度的关系，分析了系统的基本动力学特性，为控制

系统的混沌打下基础；同时分析了该系统的稳定

性，数值计算电流随时间变化规律，判定系统失稳

后将演化为混沌态，由此解释地磁场逆转随机性

的成因．

1 双圆盘耦合发电机系统的数学模型

长期监测地磁场发现其经常发生随机性的逆

转，普遍认为地磁场是由导电的外地核形成

的¨。．日本地磁学家T．Rikitake(力武常茨)在

1958年将上述解释抽象为数学的非线性微分方

程组，首次提出r双圆盘发电机模型．它由连接在

一起的两台发电机组成，其中任何一台发电机都

处于另一台发电机产生的电流所形成的磁场之

中，如图l所示．图中∞。、戈：分别为两个回路的电

流，y。、y：为两个圆盘的角速度．

为简化起见，忽略两回路其它部分可能产生
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图1双圆盘耦合发电机模型

Fig。l Model of two·disk dynamo system

的互感，则两回路的电路方程和力学方程是¨5
3

s1=z1尺+乞曼1=K)，1菇2

占：=名2R+￡杰：=研：氘， (1)

，多l=r—KⅨlz2

‘，多2=r—K叠1戈2

式中：占，，占：指圆盘中心与边缘产生的电动势；

只，￡分别为两回路的电阻和自感；歹为转动惯量；

F为恒定外力矩；K是与几何因子有关的常数．由

力学方程的相同形式不难得知y。一y：=常数，令

』n叫+m， (2)
【y2=)，一m

式中：m为常数．由此方程可以将式(1)化简合并为

f曼1=一A戈l+启y菇2+曰C戈2

{互2=一Az2+曰，，戈l一曰c戈1 ． (3)

【多：1一D菇。x：
这里作了一尺度变换y7=(∥，)y，并将)，7写

回y．式中A=尺／L，B=rK／(儿)，C=办n／丁，D=

K／r．式(3)即为描述双圆盘耦合发电机的非线性

方程组，且方程中各变量的物理意义明确．

m值的选取对系统的动力学行为有着重要影

响．若m=0(则C=0)，从式(2)可知y。=y：=y，

即两圆盘的角速度相同，此时系统的不动点为：

， 1 1 A、

㈡万’±历’±百)I
若取A=1，曰=1，c=0，D=0．25，求得不动

点为(士2，土2，±1)．取初始条件(1，1，O)，仿真

时间100 s，采用4阶龙格一库塔法对系统求解，

结果如图2、3所示，互，、z：波形图显示回路电流有

周期解．图3反映了轨线趋向极限环的进程，最终

轨线为一绕不动点(2，2，1)的闭合曲线．
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(a)回路电流2波形图

图2 工．、工2的波形图

Fig。2 Wave chart ofJl and x2
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图3 C=0时。工l、善2J的相图

Fig．3 石l，工2 and y’s phase graph under C=0

若m≠o，即两圆盘的角速度不同，此时式

(3)所表示的系统具有丰富的动力学行为，下面

从几方面具体分析．

2耦合发电机系统的动力学特性

2．1 对初值的敏感性

对方程组(3)选择适当的参数(取A=1，曰=

1，C=2，D=0．25)，给初始条件一个极微小的差

别，如分别取[0．1，o．1，1．0]和[O．1，0．1，

1．000 000 1]，仿真时间140 s，利用Matlab画出

它们位移曲线如图4所示，其相图如图5所示．
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图4初始条件有微小差别的两条位移曲线

Fig。4 Two dIspkIcement curVe under

smaU different initial conditiOn

由图4可见，在初始阶段(f<85 s)，两曲线
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没有差别，只有在较长时间(t>85 s)后两者才有

明显差别．这充分表明系统的状态敏感地依赖于

初始条件，这种由确定性方程产生的对初值敏感

的现象正是混沌现象．
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(a)c=2时^，j。矗的相图

^l

(b)回路电流1／InA

图5 C=2时，工，J的相图

Fig．5 xl，工2 and y’s phase graph under C=2

由图5可见，系统(3)的混沌吸引子除具有

低维混沌吸引子的一般特点外，还具有其独特之

处：吸引子的二维投影具有较复杂的折叠和拉伸

轨线，这说明系统(3)在局部上比低维混沌系统

具有更强的不稳定性¨1．

从最近170兆年地磁极性年表知道地磁场的

极性存在反转，并且反转规律极其复杂．用Ril(i．

take模型来模拟地磁场的极性反转规律，从吸引

子(图5)的图形可以看出，轨线环绕两个不动点

转换，这种转换正好可用来比拟地磁场极性的正

反转向．戈。和戈：表示地磁场的极性，故地磁场逆转

具有随机性，与实际监测地磁场经常发生随机性

逆转的事实相吻合．同时，z。和戈：随￡的变化规律

可用来模拟地磁场的反转变化规律，适当调整初

始条件和参数，选取其中的一段，使它尽可能与地

磁极性年表相吻合，从而可以在地磁长期变化的

研究中达到推知过去、预测未来的目的．

2．2李雅普诺夫指数与功率谱

李雅普诺夫指数是一种定量描述动力系统轨

道局部稳定性的方法．李雅普诺夫指数刻画了局

部范围里系统轨道间的分离程度，当李雅普诺夫

指数大于O时，轨道间的距离随着时间成指数分

离，系统呈现出对初始状态的极度敏感性．

应用wolf等提出的数值计算方法，在A=1，

日=1，c=2，D=0．25时计算出系统(3)的李雅

普诺夫指数分别是入，=O．27，入2=0．00，入，=

一3．13，分维数d=2．08，显然，系统处于混沌运

动状态．

由于混沌运动的非周期性和复杂性，它的功

率谱不同于周期运动的离散功率谱，而是连续

谱⋯．采用与上述相同的初始条件和参数，得到

系统(3)的功率谱如图6所示．
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(a)c22时，J。的功率谱

鹈Ⅱ翠，Hz

(b)c22时，％的功率谱

图6 C=2时，工1、善2的功率谱

Fig。6 zI and工2’s power spectrum under C=2

通过进一步数值演算，可以确定系统(3)处

在混沌区时的4，c取值范围大约为4∈[0．6，6]

和C∈[1，7]．

2．3 对称性

首先，系统(3)具有自然的变量对称性，做变

换(并。，石：，y)一(一戈。，一石：，y)，系统(3)保持不

变，即系统关于)，轴对称，且这种对称性对所有参

数均成立．

其次，系统(3)还具有参数C的对称性，做变

换(菇，，z：，)，，C)一(戈。，石：，y，一C)，系统(3)保持

不变．另外，从系统平衡点的多样化对称也可以说

明这一点，故该系统具有多种对称性．

2．4耗散性

系统(3)的相空间体积时间变化率为

vy：塑+丝+塑：一2A<o．
a戈l a戈2 ay

说明系统(3)是耗散的并以指数形式华：
oI

e’2⋯收敛．也就是一个初始体积为y(0)的体积

元在时刻t时收缩为体积元y(0)e。2⋯．这

意味着，当￡一∞时，包含系统轨线的每个小体积

元以指数速率一2A收缩到零，所有系统的轨线最

终会被限制在一个体积为零的极限子集上，其渐

近运动将被固定在一个吸引子上，这也说明了吸

引子的存在性．

2．5 分岔图

分岔图可以较直观地反映非线性动力系统随

系统参数变化的动态特性，从而可分析出其对系

统动态特性的影响¨。91．保持初始条件不变，分岔

一．s．PⅢ一＼髓斑般
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参数A∈[2．o，2．1]时，得到系统的数值解算。随参

数A变化的全局分岔图如图7所示．当A变化时，

系统具有丰富的非线性动力学行为，周期运动与

混沌交替发生，而且在发生混沌运动的区间中含

有许多周期窗口．

1
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回

图7 C=2时，工t随A变化的分岔图

Fig．7 Bifhrcation diagram between z1 and A under C=2

随着参数A的变化，系统(3)出现混沌、周期

和准周期三种状态．从系统定义看，c表征了耦合

发电机两个转子的角速度的差异，A表征发电机

耗散性能的参数，研究发现，无论哪个参数发生变

化，都会对系统的动力学行为产生显著的影响，使

得系统的运动变得十分复杂，形成混沌与周期窗

口交替的现象，不同窗口的性态变化各异，从而使

系统(3)具有复杂的动力学特性．

3 结论

在Rikitake双圆盘耦合发电机模型(系统)中，

若两圆盘有相同的角速度，在t一。。时，系统有周

期性稳定解；若两圆盘转动的角速度有差异时，圆

盘电流将失去稳定周期，进入混沌态．

笔者应用数值方法分析了模型的基本动力学

特性，以及系统参数变化所引起的分岔和混沌行

为，对多个参数的耦合发电机系统在较宽条件下

的非线性动力学行为研究及其混沌控制具有参考

价值．
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Dynamic BehaVior Simulation and Analysis of the Rikitake Two-disk Dynamo System
YAO Qi—guo，LI Lin，LIU Yu—liang，LIu Guo—ping

(School of Mechanieal&Electrical Engineering，Zhejiang 0cean UniVersity，zhoushan 316000 China)

Abstract：The mathematical equations of the Rikitake two—disk dynamo have been derived． The relationship

between the dynamo cuITents and the angular Velocity of disk has been defined． It calculated the lyapunoV ex—

ponent and f●actal dimension of chaotic attractor． And then this paper discussed the system’s chaotic bifhrca—

tion behavior and the state diversification of its periodical windows， as well might appear chaotic movement

patterns． After simulating，it obtained the Rikitake two—disk dynamo’s chaotic attractors． Moreover，it ana—

lyzed the system’s basic dynamic behaVior such as symmetry，power spectrum，equilib rium pots，stability and

so on． These chaotic behaVior can be used to simulate the reVersals of the geomagnetic field． Furthermore，it

has imponant theory significance and practical Value．

Key words：two—disk dynamo system；chaotic anractor； dynamic characteristic； simulation
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