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摘!要! 为提高教与学优化算法的收敛速率且保证其可靠性!提出了一种基于反向学习的微种群教与

学优化算法$@FF@EC=C@(HW#E’? D’#K(C(I=’#B&C(IHD’#K(C(IHW#E’? @F=CNCO#=C@( #DI@KC=&NSC=& #NCBK@F@F>D#=C@(!

M/LH%)L/M%" 在所提算法中!利用小的种群规模$微种群%来提高教与学优化算法的收敛速率和降低

对计算机内存的要求" 同时!M/LH%)L/M算法使用反向学习所得(教师)来指引种群进化!以此提高算

法的全局探索能力和避免其陷入局部最优" 仿真结果表明!M/LH%)L/M算法不仅具有较好的寻优性

能!而且还具有较快的收敛速度" 最后!将 M/LH%)L/M算法应用于求解非合作博弈纳什均衡问题!取得

令人满意的结果"

关键词! 教与学优化& 微种群& 反向学习& 非合作博弈
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73引言

教与学优化算法!=’#B&C(IHD’#K(C(IHW#E’? @FH

=CNCO#=C@(#)L/M"是 5#@等 * *a,+于 ,]** 年提出的
一种新的智能优化算法#它主要模拟老师的-教.

过程和学生的-学.过程( 由于教与学算法具有
参数少)算法易于实现)寻优性能好等优点#受到
学者的关注和研究 * .+ ( 目前#教与学优化算法已
被成功地应用于多个领域(

一般来说#小的种群规模!微种群"会加速优
化算法收敛#但会使其全局探索能力下降 * 2+ #即
易陷入局部最优( 因此#为提高微种群优化算法
的全局探索能力#众多学者对其进行研究( 例如#
5’( 等 * 7+提出一种小种群的差分进化算法! ?CGG’KH
’(=C#D’P@D>=C@( >EC(IEN#DD’KF@F>D#=C@(# QZ<0"(

在该算法中#变异策略使用额外的扰动来提高其
全局搜索能力#并使用一种自适应调整策略来控
制扰动的强度( /K@S( 等 * 3+ 提出一种微种群的
J9QZ!#?#F=CP’?CGG’K’(=C#D’P@D>=C@( SC=& @F=C@(#D
’[=’K(#D#KB&CP’" 算法( 该算法在 5BKHJ9QZ算
法 * ++的基础上进行改进#并加入了新的差分变异

策略来提高算法的全局搜索能力( A#K\>’OH
VK#Y#D’E等 * 1+提出了 %J9QZ* 算法( 该算法将 *

约束方法用于 %J9QZ算法#以此来提高 %J9QZ

算法求解约束优化问题的能力( <#D’&C(’Y#? 等 * 8+

提出一种向量化随机变异因子的微种群差分进化
算法 ! NCBK@H?CGG’K’(=C#D’P@D>=C@( SC=& P’B=@KCO’?
K#(?@NN>=#=C@( G#B=@K#AQZ4A"( 在该算法中#

每个个体均有各自的差分变异因子 @#以此来提
高种群多样性( 上述研究表明#提高微种群启发
式算法的全局搜索能力是避免算法-早熟收敛.

的有效方式之一(

博弈论又称对策论#是研究具有冲突和对抗
性质现象的数学理论和方法#在很多科学领域中
得到了广泛的应用( 在博弈问题中#非合作博弈
纳什均衡是其最核心的研究内容( *87* 年#
U#E&* *]+在提出的-纳什定理.中揭示并证明了博

弈纳什均衡解的存在#但是 U#E& 并没有给出求解
纳什均衡的一般性方法( 传统方法在求解纳什均
衡问题时均存在一定的局限性#特别是对于高维
的博弈模型!如 . 维及以上的矩阵策略"#传统算
法计算复杂且求解成本较高( 最近几十年来#随
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着元启发式算法的迅速发展#诸多学者开始使用
遗传算法 * **+ )免疫算法 * *,+ )粒子群算法 * *.+ )蚁群
算法 * *2+等来求解博弈纳什均衡问题#并取得较好
结果#这为求解非合作博弈问题提供了一种新的
有效途径和方法(

为进一步提高微种群 )L/M算法的全局搜索
能力并有效地求解非合作博弈问题#笔者提出一
种 M/LH%)L/M算法( 在该算法中#微种群有利
于加快 )L/M算法的收敛速度#而反向学习有助
于提高 )L/M算法的全局探索能力( 实验结果表
明#M/LH%)L/M算法的整体性能明显优于其他所
比较微种群和非微种群算法( 最后#将改进的算
法应用于非合作博弈问题的求解#所得结果明显
好于其他比较算法(

53反向学习

!!反向学习!@FF@EC=C@(HW#E’? D’#K(C(I# M/L"是
)CO&@@E& * *7+于 ,]]7 年提出的一种应用于计算智
能领域的机器学习方法( 因为反向学习策略具有
较强的探索能力 * *3+ #所以被广泛地用于提高元启
发式算法的搜索性能( 一些术语介绍如下(

反向数 !@FF@EC=’(>NW’K"’设存在实数 B%
*M#K+#则与其对应的反向数 B@被定义为’

B@!M (K&B#B% *M#K+( !*"
!!反向点!@FF@EC=’F@C(="’对于 %维的搜索空
间#设 !6g!B6#*# B6#,#$# B6#%"为其解向量空间内
的一个点#且 B6P% *MP#KP+!Pg*#,#$#%"#则与其
对应的反向点表示为’

B@6P!MP(KP&B6P( !,"

!!另外#6#(I等 * *++于 ,]** 年提出一种广义的
反 向 学 习 策 略 ! I’(’K#DCO’? @FF@EC=C@(HW#E’?
D’#K(C(I# VM/L"#其反向个体生成如下’

BVM6P !R,!MP(KP" &B6P# !."
式中’R是被用来控制反向解的搜索范围( 研究
表明#VM/L策略可以有效地使算法跳出局部
最优 * *1+ (

63基于反向学习的微种群教与学优化算法

6D53基于反向学习的(教)阶段
对于微种群而言#由于种群规模较小#因此种

群多样性更容易迅速丢失( 故笔者将结合 VM/L
策略#在教学阶段使用反向学习个体 !VM来指导
种群进化#从而提高微种群教与学优化算法的探
索能力( 其反向个体更新方式如下’

BVM6P !R,!MP(KP" &B6P# !2"

式中’ BVM6P 表示反向个体#B6P% *BP#NC(#BP#N#[+(
!6#(’S!!6#@D? (E!]‘7#]‘,",!!)&XT,!A" (

E!]‘7#]‘,",!!VM &!6#@D?"# !7"

式中’E表示正态分布函数( 若 !6#(’S的适应度值
优于 !6#@D?#则更新个体%否则#不更新(
6D63"W’d!0’W"算法的实现步骤

/SMR5!初始化( 设定微种群规模 ED#最大
评价次数 @*Z%初始化种群(

/SMR6!教学阶段( 根据式!7"对个体进行
更新#并对个体进行选择(

/SMR:!学习阶段( 根据文献**8+利用正态
分布随机数代替式!,"的均匀随机数#其更新公
式如下’
!Q#(’S!!Q#@D? (E!]‘7#]‘,",!!Q&!4"#

3!!Q" C3!!4"%

!Q#(’S!!Q#@D? (E!]‘7#]‘,",!!4&!Q"#

3!!4" C3!!Q"(













!3"

/SMR4!判定算法是否达到最大适应度评价
次数#若没有达到#则跳转至 <=’F , 继续执行%如
达到#则执行 <=’F 7(

/SMRc3输出结果(

:3仿真测试

为验证 M/LH%)L/M算法的有效性#笔者选
取文献*3+中 *. 个 .] 维的测试函数( 其中 3* j3+
为单峰函数#31 j3*.为多峰函数( M/LH%)L/M算

法性能分别与 )L/M* *a,+ )QZ<0* 7+ )%J9QZ* 3+ )5BKH
J9QZHE2*++ )AQZ4A*8+ ))L/MH%<6L**8+ )T<9QZ*,]+ )
MQZ* ,*+以及 AQZ4AHT#YG#K* ,,+等微种群或非微种
群算法进行对比( 对于每个测试函数#所有比较
算法均独立运行 7] 次( 同时#为保证所得结论的
可靠性#仿真结果采用 TKC’?N#(* ,.+ )/@(G’KK@(CH
Q>((* ,2+ )-N#(HQ#P’(F@K=* ,7+ )R@DN和 R@B&W’KI* ,7+

检验进行统计分析( 显著性水平设定为 7k( 此
外#所得最好结果在表中用黑体表示(
:D53与微种群算法的比较

在该实验中#本文算法 M/LH%)L/M与其他 7
种微种群算法进行比较#并通过设定的求解精度
来比较哪种算法所使用的适应度函数评价次数最
小( 对于所有比较算法#实验参数设置均与文献
**8+一致( 即种群规模设定为 1#对于 3+#函数的
结果精度设定为 *‘]Za],#其余测试函数的寻优
精度设定为*‘]Za]1#最大适应度函数评价次数
为 . ]]] ]]]( 若算法在达到终止条件时仍然没
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有求解到设定的求解精度#则认为算法在该函
数上寻优失败#用 -&.表示( 仿真结果如表 *
所示( 由表 * 可知# M/LH%)L/M算法在计算
3*)3,)3.)32)37)33)3+)31)38)3*])3**)3*,上使用的函
数评价次数最少#寻优效率明显优于其他所比
较算法( 这说明 M/LH%)L/M算法不仅可以加
速收敛#还可以提高寻优性能( 对于函数 31 和
3*.#%J9QZ算法的仿真结果略优于 M/LH%)L/M
算法( 其主要原因可能是’虽然反向学习能够
有效地帮助 )L/M提高全局搜索能力#但是差分

进化算法的全局搜索能力要好于 )L/M算法(
除以上比较外#还使用非参数的统计分析方法
来对实验结果进行进一步分析#所得统计分析
结果见表 , 和表 .( 从表 , 中可知#M/LH%)L/M
算法在所有算法中的寻优效率是最高的( 从表
. 可以看出#M/LH%)L/M算法的寻优效率要显
著优 于 QZ<0) AQZ4A) AQZ4AHT#YG#K算 法#
M/LH%)L/M算法的整体性能要比 %J9QZ好(
综上所得#M/LH%)L/M算法的收敛速度在所有
比较算法中是最快的#且可得到高质量的解(

表 53微种群算法的实验结果
0O>FM53+YRMNIUMKSOFNMQGFSQE\UIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

函数 指标 AQZ4AHT#YG#K AQZ4A QZ<0 %J9QZ M/LH%)L/M

3*

3,

3.

32

37

33

3+

31

38

3*]

3**

3*,

3*.

平均值 1‘3Zi]2 ,‘1Zi]2 *‘8Zi]2 ,‘,Zi]2 6D?+h76
标准方差 2‘*Zi]7 .‘.Zi]. 1‘]Zi], +‘1Zi], =D;+h77
平均值 3‘]Zi]2 .‘*Zi]2 & .‘+Zi]2 :D;+h76
标准方差 *‘7Zi]7 2‘+Zi]. & *‘,Zi]. 5D5+h75
平均值 .‘2Zi]7 *‘2Zi]7 & *‘3Zi]7 4D:+h76
标准方差 2‘+Zi]7 *‘7Zi]2 & +‘+Zi]. cD:+h75
平均值 & & & ,‘,Zi]7 4D:+h76
标准方差 & & & *‘3Zi]2 5D6+h75
平均值 & ,‘.Zi]3 & ,‘*Zi]7 5D=+h7c
标准方差 & 2‘]Zi]7 & 7‘7Zi]2 4D:+h74
平均值 2‘*Zi]7 *‘1Zi]2 & *‘,Zi]2 5D6+h76
标准方差 .‘*Zi]7 3‘.Zi]. & .‘1Zi]. 5D7+h75
平均值 .‘2Zi]7 1‘8Zi]7 & ,‘.Zi]7 6D5+h7:
标准方差 ,‘,Zi]7 +‘*Zi]7 & *‘3Zi]7 =D5+h76
平均值 ?D;+h74 & & *‘]Zi]7 *‘8Zi]7
标准方差 *‘3Zi]7 & & cD5+h7: 3‘+Zi].
平均值 *‘3Zi]7 & & *‘,Zi]7 6D8+h76
标准方差 2‘]Zi]7 & & 3‘1Zi]. 5D:+h75
平均值 8‘7Zi]2 & & .‘1Zi]2 :D;+h76
标准方差 *‘]Zi]7 & & 7‘]Zi]. 5D7+h75
平均值 2‘]Zi]2 ,‘3Zi]2 .‘*Zi]2 2‘3Zi]2 6D=+h76
标准方差 2‘+Zi]2 .‘*Zi]. *‘+Zi]. .‘+Zi]2 5D:+h75
平均值 8‘7Zi]2 3‘3Zi]2 *‘1Zi]3 .‘1Zi]2 4D5+h7:
标准方差 ,‘.Zi]7 3‘7Zi]2 ]‘]Zi]] +‘7Zi]. 8D=+h76
平均值 2‘,Zi]7 +‘]Zi]2 & :D6+h74 ,‘7Zi]7
标准方差 3‘1Zi]7 3‘2Zi]2 & 5D=+h74 2‘1Zi]7

表 63(NIMPUOK测试在微种群算法上所得排序结果

0O>FM63$OKfIKL E>SOIKMP>V (NIMPUOKiQSMQS

\ENUIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

算法 排序

M/LH%)L/M 5D:4? 6

%J9QZ ,‘.23 ,

AQZ4A .‘.]+ +

AQZ4AHT#YG#K .‘37. 1

QZ<0 2‘.23 ,

表 :3WEK\MNNEKIdaGKK&*EFU和 *EXA>MNL

在 "W’d!0’W"和微种群算法上所得 & 值

0O>FM:3&dJOFGMQE>SOIKMP>V WEK\MNNEKIdaGKKiQ’

*EFUiQ’ OKP*EXA>MNLiQRNEXMPGNMQ\EN"W’d!0’W"

OKPUIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

算法
/@(G’KK@(CH

Q>((
R@DN R@B&W’KI

QZ<0 7‘,3Za]3 7‘,3Za]3 7‘,3Za]3
AQZ4AHT#YG#K +‘82Za]2 7‘87Za]2 7‘87Za]2
AQZ4A 3‘,7Za]. .‘*,Za]. .‘*,Za].
%J9QZ 2‘,+Za]* *‘]3Za]* *‘]3Za]*
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:D63与非微种群算法的比较
在本实验中#M/LH%)L/M算法与 2 种非微种

群算法的性能进行比较( 期望求解精度同 .‘*
节( 标准 )L/M算法的种群规模设定为 .]%
)L/MH%<6L算法的种群规模设定为 2]%T<9QZ
算法和 5BKHJ9QZHE2 的种群规模分别设定为 7]
和 *]]#算法参数设置均与文献*3+一致#结果见
表 2( 从表 2 可以看出#M/LH%)L/M算法在 3*)
3,)3.)32)33)3+)38)3*])3**上的平均评价次数均明显

少于所有比较算法#这说明所提方法具有较快的
收敛速度( 而在函数 37)31)3*.上#5BKHJ9QZHE2 算
法的实验结果要优于本文的 M/LH%)L/M算法(
这说明 5BKHJ9QZHE2 算法在这 . 个函数上具有较
快的收敛速度( 统计分析结果见表 7 和表 3( 由
表 7 可知#笔者所提算法与非微种群算法相比#
M/LH%)L/M同样具有较高的搜索效率( 从表 3
可以看出#M/LH%)L/M算法的搜索效率要明显优
于其他所有比较的非微种群算法(

表 43"W’d!0’W"算法与非微种群算法的结果
0O>FM43+YRMNIUMKSOFNMQGFSQE\SAM"W’d!0’W"OFLENISAU OKPKEKdUIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

函数 指标
T<9QZ

!EDg7]"
5BKHJ9QZHE2
!EDg*]]"

)L/M
!EDg.]"

)L/MH%<6L
!EDg2]"

M/LH%)L/M
!EDg1"

3*

3,

3.

32

37

33

3+

31

38

3*]

3**

3*,

3*.

平均值 .‘7Zi]2 ,‘*Zi]2 2‘.Zi]. *‘8Zi]. 6D?+h76

标准方差 7‘.Zi], 2‘8Zi], 8‘*Zi], 2‘,Zi]* =D;+h77

平均值 2‘7Zi]2 .‘.Zi]2 +‘3Zi]. ,‘1Zi]. :D;+h76

标准方差 7‘+Zi], +‘3Zi], *‘.Zi], 2‘3Zi]* 5D5+h75

平均值 ,‘3Zi]3 3‘+Zi]2 *‘+Zi]2 ,‘8Zi]. 4D:+h76

标准方差 2‘1Zi]7 .‘3Zi]. 1‘3Zi], *‘3Zi], cD:+h75

平均值 ,‘,Zi]7 *‘]Zi]7 +‘,Zi]. .‘,Zi]. 4D:+h76

标准方差 2‘,Zi]. .‘7Zi]2 *‘7Zi], 7‘*Zi]* 5D6+h75

平均值 ,‘1Zi]3 8D=+h74 & 2‘*Zi]7 *‘1Zi]7

标准方差 3‘*Zi]2 6D8+h7: & 7‘1Zi]2 2‘.Zi]2

平均值 *‘.Zi]2 1‘1Zi]. *‘+Zi]. *‘*Zi]. 5D6+h76

标准方差 2‘+Zi], .‘3Zi], ,‘,Zi], ,‘*Zi], 5D7+h75

平均值 *‘*Zi]7 ,‘,Zi]2 & ,‘,Zi]2 6D5+h7:

标准方差 ,‘3Zi]2 8‘1Zi]. & 3‘2Zi]. =D5+h76

平均值 4D4+h74 +‘]Zi]2 & 2‘7Zi]7 *‘8Zi]7

标准方差 5D=+h7: ,‘1Zi]. & 1‘,Zi]. 3‘+Zi].

平均值 1‘8Zi]2 8‘*Zi]2 & +‘8Zi]. 6D8+h76

标准方差 2‘1Zi]. *‘.Zi]. & 1‘3Zi]. 5D:+h75

平均值 2‘1Zi]2 .‘*Zi]2 ,‘.Zi]2 ,‘1Zi]. :D;+h76

标准方差 7‘]Zi], 3‘2Zi], *‘.Zi], 2‘2Zi]* 5D7+h75

平均值 .‘8Zi]2 ,‘,Zi]2 2‘*Zi]. ,‘*Zi]. 6D=+h76

标准方差 .‘+Zi]. 3‘2Zi], .‘8Zi], 7‘1Zi], 5D:+h75

平均值 2‘]Zi]2 *‘8Zi]2 & 7‘]Zi]2 4D5+h7:

标准方差 *‘]Zi]. 7‘7Zi], & ,‘7Zi]. 8D=+h76

平均值 2‘*Zi]2 6D5+h74 & .‘1Zi]7 ,‘7Zi]7

标准方差 *‘*Zi]. 4D;+h76 & 3‘*Zi]2 2‘1Zi].

:D: 3 "W’d!0’W" 与 !!&a+&0’W"d2/T’&
"a+的比较

为进一步验证 M/LH%)L/M算法的寻优性能#

本部分将对 M/LH%)L/M算法与表现较好的微种
群算法 %J9QZ和非微种群算法 )L/MH%<6L)MQZ

进行性能比较( 与 .‘* 和 .‘, 节不同#在本实验
中#所有算法终止条件设定为最大的适应度函数评

价次数#即 .] ]]]( 同时#%J9QZ)MQZ))L/MH
%<6L的种群规模分别设定为 1)*]])2]( 所得结
果见表 +( 从表 + 可以看出#M/LH%)L/M算法在
3*)3,)3.)32)37)33)3+)38)3*])3**)3*,上得到的平均结果
明显优于 %J9QZ算法( 而 %J9QZ只在 31 和 3*.
这两个函数上要比所提算法表现得好( 这足以说
明M/LH%)L/M算法的寻优效率要好于%J9QZ算
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!!!!表 c3(NIMPUOK测试在 "W’d!0’W"和非微种群

算法上所得排序结果
0O>FMc3$OKfIKL E>SOIKMP>V (NIMPUOKiQSMQS

\EN"W’d!0’W"OKPKEKdUIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

算法 排序
M/LH%)L/M 5D:=4 ?
)L/MH%<6L ,‘+73 8
5BKHJ9QZHE2 .‘**7 2

)L/M .‘8,. *
T<9QZ 2‘]]] ]

表 ?3WEK\MNNEKIdaGKK&*EFU和 *EXA>MNL 在
"W’d!0’W"和非微种群算法上所得 & 值

0O>FM?3&dJOFGMQE>SOIKMP>V WEK\MNNEKIdaGKKiQ’
*EFUiQ’ OKP*EXA>MNLiQRNEXMPGNMQ\EN"W’d
!0’W"OKPKEKdUIXNEdRERGFOSIEKOFLENISAUQ

算法
/@(G’KK@(CH

Q>((
R@DN R@B&W’KI

T<9QZ 8‘8]Za]7 8‘8]Za]7 8‘8]Za]7
)L/M *‘+]Za]2 *‘,1Za]2 *‘,1Za]2

5BKHJ9QZHE2 ,‘*]Za], *‘]7Za], *‘]7Za],

表 83所有比较算法 :7 维仿真测试结果
0O>FM83+YRMNIUMKSOFNMQGFSQEKOFF2EURONIQEKOFLENISAUQbISA:7 a

函数 指标
%J9QZ
!EDg1"

)L/MH%<6L
!EDg2]"

MQZ
!EDg*]]"

M/LH%)L/M
!EDg1"

3*

3,

3.

32

37

33

3+

31

38

3*]

3**

3*,

3*.

平均值 8‘]Za*. 2‘]Za,,. *‘*Zi], 7D7+h77

标准方差 ,‘7Za*, ]‘]Zi]] .‘,Zi]* 7D7+h77

平均值 *‘.Za]3 8‘1Za*2* ,‘.Zi]* 7D7+h77

标准方差 *‘3Za]3 3‘7Za*2] 1‘3Zi]] 7D7+h77

平均值 8‘+Zi], ,‘1Za,,* 8‘3Zi]. 7D7+h77

标准方差 2‘,Zi], ]‘]Zi]] ,‘,Zi]. 7D7+h77

平均值 2‘8Zi]] 7‘7Za,,2 ,‘1Zi]* 7D7+h77

标准方差 ,‘7Zi]] ]‘]Zi]] 2‘.Zi]] 7D7+h77

平均值 2‘.Zi]* 6D=+h75 +‘3Zi]. 6D=+h75

标准方差 ,‘8Zi]* 4D5+975 2‘,Zi]. 6D8=+975

平均值 ,‘]Za], 8‘,Za*3 *‘,Zi], 7D7+h77

标准方差 *‘2Za]* *‘7Za*7 .‘7Zi]* 7D7+h77

平均值 2‘3Za], 7D7+h77 1‘.Za], 2‘2Za]7

标准方差 *‘2Za], 7D7+h77 ,‘+Za], .‘,Za]7

平均值 2‘]Zi]. 7D7+h77 +‘+Zi]. 3‘2Zi].

标准方差 2‘7Zi], 7D7+h77 .‘2Zi], *‘.Zi].

平均值 *‘,Zi], 7D7+h77 ,‘.Zi], 7D7+h77

标准方差 *‘2Zi]* 7D7+h77 *‘.Zi]* 7D7+h77

平均值 ,‘.Za], 2‘8Zi]. 2‘7Zi]] 6D5+95?

标准方差 *‘3Za]* *‘*Zi]. 2‘,Za]* =Dc+95?

平均值 ,‘*Za]. 7D7+h77 *‘8Zi]] 7D7+h77

标准方差 2‘1Za]. 7D7+h77 .‘]Za]* 7D7+h77

平均值 .‘,Za]* :D6+965; +‘1Zi]] 1‘.Za],

标准方差 3‘*Za]* 7D7+h77 ,‘+Zi]] 8‘+Za],

平均值 6D?+97: ,‘8Zi]* ,‘.Zi]* ,‘3Zi]]

标准方差 5D4+976 3‘.]Za], ,‘3Zi]* 7‘.Za]*

法( 相比于 )L/MH%<6L#除测试函数 3+)31)3*,外#
M/LH%)L/M算法在所有函数上都要比它表现得
好( 此外# M/LH%)L/M算法在所有测试函数上
的优化结果都要好于 MQZ( 综上#M/LH%)L/M
算法不仅具有较快的收敛速度和能够降低计算内
存的要求#而且还有较强的全局搜索能力(

为得到可靠结论#. 种非参数统计分析方法

被用来对所有比较算法的平均值进行统计分
析#其结果见表 1( 由表 1 可知#M/LH%)L/M算
法的性能要明显优于 %J9QZ和 MQZ( 另外#虽
然 M/LH%)L/M算法和 )L/MH%<6L算法的性能
在统计学意义上不存在显著性的差异#但是从
表 + 中的结果可知#M/LH%)L/M算法的整体性
能要优于 )L/MH%<6L算法(
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表 =3WEK\MNNEKIdaGKK&*EFU在 "W’d!0’W"和其他
: 种算法上所得 & 值

0O>FM=3&dJOFGMQE>SOIKMP>V WEK\MNNEKIdaGKKiQ’

*EFUiQ’ OKP*EXA>MNLiQRNEXMPGNMQ\EN

"W’d!0’W"OKPSANMMOFLENISAUQ

比较算法
/@(G’KK@(CH
Q>(( !Q值"

R@DN
!Q值"

R@B&W’KI
!Q值"

%J9QZ .‘33Za], ,‘22Za], ,‘22Za].
MQZ 7‘*,Za]3 7‘*,Za]3 7‘*,Za]3

)L/MH%<6L 3‘+.Za]* ,‘,2Za]* ,‘,2Za]*

:D43种群规模的敏感性分析
本部分对 M/LH%)L/M算法的种群规模进行

敏感性分析( 其种群规模分别设定为 7)1)*])
*7),]).])2])7])*]]( 对于每个测试函数#算法
终止条件设定为最大适应度函数评价次数
.] ]]]#并使用 *. 个 .] 维的测试函数来对不同
的种群规模进行分析( 同时#TKC’?N#( 统计方法
用来对实验结果进行统计分析#结果见表 8( 从
表 8 可知#种群规模对 M/LH%)L/M算法的性能
没有显著影响( 因此#算法使用者可以对 M/LH
%)L/M算法的种群规模进行方便设置( 此外#从
TKC’?N#( 的排序结果!见图 *"来看#在有限的计
算资源且要保证算法良好寻优能力的情况下#较
小的种群规模更有利于 M/LH%)L/M算法的
搜索(

表 ;3"W’d!0’W"算法的种群规模敏感性分析
0O>FM;3/MKQISIJISV OKOFVQIQSE RERGFOSIEKQI@M

E\"W’d!0’W"

TKC’?N#( 值 0, 值 Q值
*‘** 8‘28 1‘8.Za]*

图 53(NIMPUOK测试排序结果
(ILGNM53$OKfIKL E>SOIKMP>V (NIMPUOKiQSMQS

43"W’d!0’W"算法在非合作博弈问题
中的应用

4D53博弈问题描述
假设有 1 个局中人参与博弈#所有局中人策

略构成一个策略组合!E=K#=’I$FK@GCD’"#如果某情
况下无一参与者可以独自行动而增加收益!即为
了自身利益的最大化#没有任何单独的一方愿意
改变其策略"#此时博弈模型处于稳定的状态#此
策略组合被称为纳什均衡( 参考文献 **.+中的
问题描述#对于两人有限非合作博弈问题’设局中

人 * 的混合策略 ’g!B*# B,#$# B2"#局中人 , 的

混合策略 (g!U*# U,#$# U1"( )2f1)*2f1分别为

局中人 * 和局中人 , 的支付矩阵#则局中人 * 和

局中人 , 的期望支付分别为 ’)()和 ’*()( 其

中#!’! # (! "为双矩阵博弈问题的一个纳什均衡

解的充分必要条件为’

’!)(!)$ ’)(!)# ’’%

’!*(!)$ ’*(!)# ’(({ !+"

!!算法中的每个个体的取值表示所有局中人的

混合策略#则双矩阵博弈问题 +g!’# ("的适应度
函数可以表示为’

!
3!+" !N#[1N#[

](6(1
!)6(

)&’)()"#]2 (

N#[1N#[
](P(2

!’*P&’*(
)"#]2#

!1"

式中’)6表示 )2f1的第 6行%*P表示 *2f1的第
P列(

根据纳什均衡的定义和性质 * *]+可知#混合

局势 +! g! ’! #(! "为双矩阵博弈问题的一个纳

什均衡解的充分必要条件为’存在 +! g! ’! #

(! " #使得 3!+! "g]#且对于任意的 +.+! #都

有3!+"{](
4D63案例研究

选取两个双矩阵博弈问题 * ,3a,++ (

例 *’博弈模型 *# 1* / !’*#(*%)*#**"# 支
付矩阵如下’

)* !
* , ]
] * ,
, ] *











# ** !
* ] ,
, * ]
] , *











#

该问题的唯一纳什均衡解为 ! *d.# *d.# *d.%
*d.# *d.# *d."(

例 ,’博弈模型 ,# 1, / !’,#(,%),#*,"# 支
付矩阵如下’

), !
] 2 7
2 ] 7
. . 3











# *, !
2 ] .
] 2 .
7 7 3











#

该问题的唯一纳什均衡解为!]# ]# *% ]# ]# *"(
为了验证微种群算法 M/LH%)L/M求解非合

作博弈纳什均衡问题的有效性#将 M/LH%)L/M
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算法和测试中性能较好的 )L/MH%<6L* *8+算法应
用于求解以上两个 . 维双矩阵博弈问题#并与其
他几种知名算法 YQZ* ,1+ )<#QZ* ,8+ )%L0<M* .]+进行
性能比较( 其中 M/LH%)L/M的种群规模设定
为 1#而其余所有对比算法的参数设定均与对比
文献 * 3 + 一致( 求解结果使用 6CDB@[@( 秩和
检验 * .*+

所有算法的求解结果!平均值和标准方差#
括号内是标准方差"以及统计分析结果见表 *](
从表 *] 中可以看出#M/La%)L/M算法在两个

博弈实例上所得平均值均要好于所比较算法(
表 ** 和表 *, 为所有算法在算例 * 和算例 , 上
得到的最好结果( 从表 ** 和 *, 可以看出#
M/LH%)L/M算法在两个算法上均可以取得最优
的纳什均衡解#且求解的适应度函数精度明显
优于 YQZ)<#QZ)%L0<M以及 )L/MH%<6L算法(

以上分析结果表明#所提出的 M/LH%)L/M
算法能够有效地求解非合作博弈纳什均衡
问题(

表 573所有算法在博弈问题上得到的实验结果
0O>FM573+YRMNIUMKSOFNMQGFSQE\OFFOFLENISAUQEKLOUMRNE>FMUQ

博弈模型 YQZ <#QZ %L0<M )L/MH%<6L M/LH%)L/M

博弈模型 * .‘2+Za]2!*‘1*Za]." 2‘.*Za].!*‘7,Za]." 7‘8.Za],!,‘83Za]," *‘73Za].!.‘+]Za]." 4Dc4+97?!6D5?+97c"

博弈模型 , 3‘37Za]2!2‘**Za]2" *‘]]Za].!2‘.*Za]2" *‘,2Za]*!3‘+,Za]," .‘13Za*]!.‘,1Za*]" 4Dc?+95:!?D85+95:"

表 553所有算法在博弈算例 5 上得到的最好结果
0O>FM5530AM>MQSMYRMNIUMKSOFNMQGFSQE\OFFOFLENISAUQEKLOUMRNE>FMU 5

算法 局中人 * 混合策略 局中人 , 混合策略 适应度函数
YQZ !]‘.., 1#]‘... 1#]‘... 2" !]‘... 2#]‘... ,#]‘... 2" 1‘7,2 7Za]2
<#QZ !]‘.., +#]‘... +#]‘... 3" !]‘... 2#]‘.., 3#]‘..2 ]" *‘1*3 1Za].
%L0<M !]‘.,+ ]#]‘..+ 2#]‘..7 3" !]‘..7 ]#]‘.,] ]#]‘.27 *" ,‘.37 .Za],

)L/MH%<6L !]‘... .#]‘... .#]‘... ." !]‘... .#]‘... .#]‘... ." *‘8]] ,Za]3
M/LH%)L/M !]‘... .#]‘... .#]‘... ." !]‘... .#]‘... .#]‘... ." =Dc46 5+97=

表 563所有算法在博弈算例 6 上得到的最好结果
0O>FM5630AM>MQSMYRMNIUMKSOFNMQGFSQE\OFFOFLENISAUQEKLOUMRNE>FMU 6

算法 局中人 * 混合策略 局中人 , 混合策略 适应度函数
YQZ !]‘]]] ]#]‘]]] *#]‘888 8" !]‘]]] ]#]‘]]] ]#*‘]]] ]" *‘],3 ,Za]2
<#QZ !]‘]]] ]#]‘]]] *#]‘888 8" !]‘]]] ]#]‘]]] *#]‘888 8" .‘21, 7Za]2
%L0<M !]‘]*, 8#]‘]]] *#]‘81+ ]" !]‘]]. 8#]‘]*. 2#]‘81, +" .‘].2 8Za],

)L/MH%<6L !]‘]]] ]#]‘]]] ]#*‘]]] ]" !]‘]]] ]#]‘]]] ]#*‘]]] ]" .‘7.+ 2Za**
M/LH%)L/M !]‘]]] ]#]‘]]] ]#*‘]]] ]" !]‘]]] ]#]‘]]] ]#*‘]]] ]" :Dcc= 6+95c

c3结论

为平衡微种群教与学优化算法的全局和局部
搜索能力#笔者提出了 M/LH%)L/M算法( 在该
算法中#利用微种群来提高教与学优化算法的收
敛速率#且在教学阶段加入了反向学习来指导种
群进化#使算法具备反向学习的能力#提高了算法
的全局探索能力( M/LH%)L/M算法跟 %J9QZ)
QZ<0)AQZ4A)AQZ4AHT#YG#K等微种群算法和
T<9QZ)5BKHJ9QZHE2))L/M))L/MH%<6L)MQZ等
非微种群算法进行性能比较#结果表明#M/LH
%)L/M算法的整体性能在所有比较算法中是最
好的( 因此#反向学习策略对于提升微种群算
法的优化性能是有效的( 另外#对 M/LH%)L/M

算法的种群规模进行敏感性分析( 统计分析结
果表明#M/LH%)L/M算法的性能不受种群大小
影响#但在有限计算资源下#小的种群规模更有
利于其搜索( 最后#将 M/LH%)L/M算法应用到
非合作博弈问题#仿真结果表明#所提 M/LH
%)L/M算法能够取得较好的优化结果(
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